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MATHRLLTISCE CENTRUM
2de Bocrhasves.r. 49
Amsterdam O

Colloguiums

Mathematische problemen uit de practijk,

1® Voordracht op 4 October 1951
te AMSTERDAM

3TN DA A TR,
Mathematische thcorie van laminaire grenslaagstroming.

.r 1. Inleiding; de grensvergzelijkingen.

De stroming van een viscouze, onsamendrukbare vloeistof wordt be-
schreven door de bekende vergelijkingen van Navier-Stokes, die ontstaan
door voor cen volumeelementje de voorwaarden 0P te stellen, dat de massa-
krachten evenwicht maken met de druk- en vigscositeitskrachten.

Voor cen stationnaire beweging in twee dimensies zijn zij in recht~
‘hoekige codrdinaten

g(uux+vuy)= ~ Pyt r(um+uyy) (1)
g(uvk+vvy)= ~py * {*(vxx+vyy) (2)

Samen met de continuiteitsvergelijking
ux+vy=0 {3

‘!@epalen #ij dc stroming van het medium.

In hun algemene vorm zijn Ge vergelijkingen echter zeer moeilijk te
behandelen, De weinige exacte oplossingen, die bekend zijn, kunnen welis-
waar van mathcmatisch standpunt® interessante resultaten levercn, zij heb-
ben echter vrijwel stecds betrekking op gevallen, die in de practijk
niet vooikomen, Het is dus van het grootste belang oplossingsmethoden te
goeken, voor de gevallen die wel interessant zijn. Indien wij ons be-
perken 1ot vlioeistoffen met zeer kleine jnwendige wrijving, zoals water
en lucht. dan is door Prandtl in 1904 een vereenvoudigd stel vergelijkin-
gen aangegeven, die veel beter voor berekening toegankelijk zijn.

Pranftl merkt op, dat indien zeer kKlein is, de invloed van de
viscogiteitstermen in de vergelijkingen zeer klein gal zijn, zolang de
gradicnt van de snelhcid (of licver de twecde orde differentiaalquotien—
ten) klein blijft. Dit is echber zcker niet het geval in de directe na-

pijheid van een wand, Wwa.r een vlocistof met grote snelheid langs str
immers san de wand is de snclheid nul. De viscositeitseffecten blijven
beperkt tot cen dunne laag, waar de snelheid snel aangroeit. ‘
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Teneinde de verschijnselen in deze ¥
dunne laag (grenslaag) duidelijk
zichtbasar te maken, voert hij niecuwe

codrdinaten in die het x,y-vlak ///
affien transformeren. ——

q/: :yé ’é, X/{

waar } cen kleine lengte-grootheid i

ig en 1 een zckere standaardlengte
(b.v. de lengte van dec plaat).

De vergelijkingen worden nu ,n«~»*’”’“ﬂ”’ -§

P

| ; . A PEY XL S AT I
& TRt R S > AT (41%5 * = ) (4)

Loy V. - WART (5)
A R A R AR
SLug 4+ . (5)
; x \.{,‘7 0
waarbij V= f" jde kinematische viscositeit is.
Voor deze vergelijking zoeclken wij cen asymptotische opl.ssing door

te stellen

Uz {Z uu/§;”7/4;u,(§,n) “‘;1“&.(54’7)""' } (7
AP &?,/[/v‘,(iq})45\\1,/;"7/‘37\,& /;"7),,, . } (8)

Dc snelheidsgrootheden uo,u,....vo.v.l,._..:. zijn hier dimcnsieloos ge-
maakt met ecen zckere standaardsnelhecid W{bijv. de aankomende snclheid).
Om toch recds voor u, en Vv, de invioed van de visccuze termen te

@hcbouden, kiezen wij mu 8 zo, dat Y.-%,‘ =1 is.

" Dan worden de stelscls vergelijkingtgn VOOT W yVogre-e gevonden deor na
substitutie in (4)....(6) ovirecnkomstige machien van O gelijk te stel-
len.

De termen van de nulde groad leveren

NﬁC{DS + V, Q’,? s - f—i‘ -+ 54«4)«7 (9)
0 = hall ] (10)
U bav /0’7 (11)

vitYey*

Vrijwel stecds beperkt men zich tot deze cerste benadering. Om een idee
te geven van de orde van groottc van de verwaarlozing, merken wij op, dat
7, { €

on dat J het bckende getal van Reynolds is.

Voor lucht is V =0,15 " /sec., zodat voor cen plaat ven 40 cm.
iengte en een windsnelheid van 80 ®/sec.

Rew @4 8:00.40 oy 5 108,
s 15,

en) o+ 0,001, y

Da verwaarloging is dus in dit geval in de practijk toclaatbaar.
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Uit (10) volgt het belangrijke feit, dat de druk in de grenslaag
onafhankelijk is van de hoogte, zodat wij in (9) het partiele differen=-
tiaalquoticnt naar ?: door een gewoon differentiaalguoticnt mogen ver-
vangen. _

Verder geldt voor de vrijc stroming, waar de viscositeit te verwaar-
lozen is dc wet ven Bernoulli

¢ U%+p=const (12)
ofwel
¢ UUt+p'=0, (13)

Indicn wij nu weer tcruggaan naar de werzelijkc snelheden krijgen
V wij dus dc vergelijkingen

y T ea e §
uux+ﬂﬁy~UU’+ uﬁf (14}
o xwy:o (15)

waarbij dc "dakjcs" boven de snclhcden aanduiden dat hier de benadering
bedocld wordt.

De randvoorwaarden diec hierdij gestcld worden, zijn, dat voor y=C
=0, v=0 is, terwijl bij stceds aangroeiende y de anelheid u tot de snel-
heid in de vrije stroming moct aangrocien.

2. De_stroming langs ccil vlakke plaat.

De verkregen vergelijkingen zijn echtcr nog geenszins cenvoudig.
Men moet in werkeclijk voorkomende gevallen zijn toeviucht ncmen tot
.Eqnnncrickc methoden, hetgeen echter nog steeds met vrij grote moeilijk-
" heden gepaard geat.

In het cenvoudige geval, dat in de vrije stroming geen drukgradicnt
hecrst, dus voor dc stroming langs cun vlakke plaat, hecft Blasius een
exacte onlossing gegeven.

In dat geval zijn de vergelijkingen

= v 1
W AV u ¥ (1)
UtV =0, (2)

met de randvoorwaarden
y:O u=v=0 ) ( 3 )
y—>00  u-U=const. (4)

~ Allercerst merken wij op, dat door het ontbreken van eecn snelheids—
gradicnt in de vrije stroming alle doorsneden in zekere zin acgquivalent
zijn, d.w.gz. er moet cen zekere gelijkvormigheid tussen de snelheids-
profielen bestaan.
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Om deze te vinden, voercn wij eerst een stroomfunctie y’ in door
op grond van (2) te stellen

u= ‘/’y, v= - %x. (5)

Dan moet % voldoen aan
Sl sétfu ) m (6)

Vanaf het bagin van de plaat zal de grenslaag stecds diklrer worden.
Men zal dus verwachten, dat het

profiel voorgesteld moet kunnen
worden door

=U.£(Y/§ )=U.£(y), -

iwaarbij 5aen functie van x is, die
met x aangroeit ("grenslaagdikte”)
en y=7/3

Dan is

7

% /‘dy—SU/ ufly 48 = (,uf(%/
en verder wordi
Yy - u/&;»?d’ﬁy/ /‘V““?j/“

V : NI P Loy o)
Lo Wiy P n-snps g 1)

zodat dec vergelljklng worcz; o

4‘/7-47; % 05977 3 1Y T

Indien wi}j dus zo als functie van x kunnen bepalen, dat

éz\_ Y

&%
op ecn constante factor na, verkrijgen wij een vergelijking van g als
funectic van y allcen.

Hieraan voldoet — /
A %
5 s 2= X

en de vorgelijking van g wordt tenslotte
gg“+g’“=0
met de randvoorwaarden

,7 . m&c g‘=0~ g‘zgn
1? ¥ 00 gl— 2.



5

Blasius hecft nu bovenstaande niet lineaire vergelijking door cen macht-
recks opgelost. Door daarin c¢en constante vrij te laten cen aan te passen
aan een asymptotische ontwil:s:cling, die bij de randvoorwaardc in het
oneindige bchoordc, verkreeg hij ecn zocer nauwkcurige odplossing.

Veel later is door Hormann Weyl acngetoond, dat de door Blasius
gebruikic machtreeks slechts cen beverkt convergentiegebicd heeft. Dit
verandert echter niet de numericlke nauwkcurighcid van de govonden waar-
den.

De asymptotische ontwiklzeling kan verkregen wurdsn door ftc stellen

g=2X-h

en op tc merken, dat h klein umocet zijn.
Dan wordt de vergelijking van h

{2X-h)h"+hm =0

of,
'“11;'!" == “2x+hn
hll
Indicn h klein is, kan dit benaderd worden door
. .
m = ~2X
hﬂ - .
of

hu=ce"x2 ) Sy
hix)=C, | 4z e au,
y 7

waarmede cen goede asymptotische benadering is verkregen., Hierdij
,blijkt dc fontcinintegraal ecn rol te spreken. Dit is cen mecer algemene
eigenschap van de gremslaagverzelijkingen, zoals in het volgende bespro-
kcn zal worden.



MATHEMATISCH CENTRUM
2de Boerhaavestr. 49,
Amsterdanm~ O,

v Colloquium:
Mathematische problemen uilt de practijk.

door Dr R. Timman.
Mathematische theorie van laminaire grenslaagstroming,

3. Het asymptotisch gedrag van de snelheids profielen,

-

- Om het asymptotisch gedrag van de snelheidsprofielen te onder-
zoeken san de buitenkant, dus voor grote waarden van y, voeren’wij
eerst een stroomfunctie ﬁéin door

U = - Q{’{,y 3 e e
v=+ %X ; /[i
en merken op, dat'#’een soort maat : VAR
is voor de afstand tot de wand., /
Immers' ///71 o
if u dy + f(x) L R e

dus voor vaste x 1sif!de hoeveelheid vloeistof, die door een door-
snede, loodrecht op de wand met hoogte y stroomt.

Deze hoeveelheid neemt monotoon toe met y en bovendien is voor
grote y u+~U, zodat daar %ﬁevenredig met y aangroeit, Cok de af-
stand langs de wand kan in een dergelijke eodrdinaat worden uitge-
drukt, n.1l, de "snelheids potentiaal"” voor de vrije stroming, die
hier alleen de component U heeft,

rd ‘x
MY = {0 U(s) ds.,

Transformatie van de eerste grenslaag vergelijking levert dan, daar:

& o Ny
Ix 3% by
I

tot resultaat

2
.) (U --u ) - \j u o (Uz-uz )
| Qi” U Q%} 2
Stel het "energie defect" 5 o



dan volloet z aan de niet lineaire vergelijking

Aan de buvitenkant van de grcnslaag, waar u — U kunnen wi] deze
vergelijking b. nadcrcn door

d.w.2, door de warmtegeleidingsvergelijking., De randvoorwaarden zijn

z = 0 voor 9/—~e o

2
7 =2 = g-gﬁfl voor 9@$0,

0
2
De oplossing van d4it randwaardenprobleem is bekend:
¢2,
#e — -—a—--
Ueu® J -3

2 S

= ST e el U ds .
o 2 Vi / (G- ;) L% (f{) 3

¢

(f,/,, < 4
3t 1
- 2 ( 7 '_,.I
g L ,//e U(y - ji—)q J.
7 gz '
| &
Dasar voor grote waarden yan ¥ u-—U, zal
§ﬁ _ —dfu d{
SAVZI 87
naderen tot de waarde ~~g;:, die alleen een functie is van x,
/i
Verder zal \
z = 322 (U = w) —»U(U - w),
2
zodat ‘de asymptotische uitdrukking vaneu worgf van de vorm:
0 2w p-Lyf
U U Vy— / U ( ?’f)

4, De impulsvergelijkéég van Von Xarman,
Uit het stelsel partiéle differentiaalvergelijkingén
S uy, +vu, = uut + ¥ U .y | ‘ | i (1)
+ v =0 I _ i (2)
‘uy y ! v , ‘ . T o



wunnen wij een integraalvergelijking afleiden, die eveneens het
V‘GI’:LOOP van de grenslaagstromlng weergeeft, door integratie naar y

/UU'-—uu)&y-—/vu dy + V[yj,,"luj= (3)

waarb13~ :
-~
L2

V=*,uxdy!‘=-_\u—- /u dy'y (4')

5 X
7 a

daar aan de wand v=0 moet zijn,
sSubstitutie van (4) levert:

L v ,7
//ijUU’ - uux)dy + /du. //,'Lxdy' = \/Euylo (5)
()
hetgeen 2;?01‘ partic€le integgratie overgaat in:
/ ( ~
(U0 - - = 6
.,/( uu ) dy + | (U u)uxdy v IF}J . (6)
n .
of wel: 7 » v
U /(U - w)dy + -3- / (U -wdy = "/ / (7)
] ax !/ -y
0

Von Xarmanveert nu in twee groothcden, die de dimensiec van een
lengte hebben, de verplaatsingsdikte

-y

& o= J-2)ey (8)
U

en de impulsverliesdikte
X
(2:/2(1-‘5)@ (9)
4 U 4]

zodat hij de impulsvergelijking tenslotte schrijft als

B

t() ] \
5 = g ‘\ +2¢ 2) -—~-2- (10)
5‘* g U ax
Daar het snelheidsprofiel nog onbekend is, kan deze vergelijking

ons nog niet veel leveren,
Samen met de randvoorwaarden, die uit de grenslaagvergelijkingen

Volgen door een willekeurig aantal malen naar y te differentiéren en
¥ = 0 te stellen, bepaalt zij echter het verloop van u,
De eerste drie randvoorwaarden 21311,

| UU*t = - ‘v’[ u.yyl (11)‘
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Wi+ vu_+ uu+vu =Yu

xy vy ¥y x ¥y AL
(1)
. - \‘,
of wel: uuxy+ vuyy 'uyyy’
hetgeen voor u = v = o overgaat in:
U =0 12)
- (12)
Nogmaals differcntiércn levert
L +
%Y uxy + vy uyy uuxyy + vuyyy = x)uyyyy
die overgaat in
Uy By + VpUpy= Vg
Daar cchter aan dc wand stecds u = 0 is, is u, = - vyz 0 en dus
wordt dezc voorwaarde
Vo . (13)

Uhxy = 7 Yyyyy

Het idee van Von Karman is nu om hicr snelheidsprofielen te
substitueren, die een bekende vorm hebben en van een aantal parame-
ters afhangen, die functics van x zijn, Immers, de gedaante van de
snelhelidsproficlen ligt wel ongeveer vast, het lijkt toereikend om
de variaties, die optreden, te vangen door de parameters te variéren
Een leerling van Von Karman, Pohlhausen, heeft dit nader uitgewerkt
en als benadering gekozen een derde graads kromme, die op een ge~
schikt punt met aansluitende eerste en tweede afgeleide overging in
ecen rechte lijn,

Op grond van het vroecger vastgestclde asymptotische gedrag van
de oplossingen 1ijkt het echter beter om krommen te kiezen, die dit
esymptotische gedrag vertonen en de parameters te kiczen uit de voor-
waarden aan de wand, .

Daartoe vocren wij ecerst een nieuwe variabele in y richting in

door /-..—.-.My (14)

waarbij @ een functie is van x (1/4 is cen maat voor de“grenslaag
dikte"),
Wij substituéren nu:

&

[ 2

o
u = f(y) = 1= feﬂ (a + Cﬁy"g-}-.--)dq— 9”? (b + a?2

+.0.)  (15)

en ontwikkelen, om gemakkelijk aan de randvoorwaarden te kunnen vol-
doen,
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2 —y° -5° 2
£(y) = eV (a + ey +...)-eY (2dy +...)+ 2ye™Y (b + dy©...)= (16)

=a+ 2(b - d)y + {c ~ a)y2 + 2(2d8 - 1:»)3,73 Fovroneonnn

De randvoorwaarden dan: e

2
u= U £(0) = 1~ /e"y (a + cyz)dy -b =20
7 5
~———= Uowf'(0) = a Ugy
v
- Qg.'. =Ua? (o) = U &2, 2(v - &) (17)

0= U’ £" (0) = 2(c - a)

_ ' - 4 e - k -
u L = aUM.?’axe + al'pl+ aUMJ-VU&, fo (o) = VU &7, 12(2d - b)
Hieruit volgt direct a:cfzmz-E”
r

zodat de uitdrukking voor het snelheidsprofiel wordt,
Verder wordt de parameter -~f£"(o) meestal door )\, de Pohlhauser
parameter aangeduid, zodat
‘Ul'
N= =2(b - @) = -£"(0) = —=5-
Vo

Het snelheidsprofj,fl wordt nu:

2
eV (1 + y9)ay

//7})-.- (1 - p)-4& el 4 B(1 - e“»z)-v.y"’e"’?z.d.

- 7
Nu kunnen van dit profiel de verplaatsingsdikte en de impulsdikte
berekend worden,

d@: A1= (1 - f)dy‘-—‘: 0,752 + 3,134b + 0,443d0
0 ¢ 2
.(82._—. ,= /(1 = £)ay= 0,289 - 0,015b - 0,0156% + 4(0,188 — 0,058b)-

o - 0,117 &2,

Indien wij slechts de eerste vier randvoorwaarden meenemen, blijven,
behalve 0¢ nog twee parameters b en d over, Wij kiezen @ = O en hou
z0 een vergelijking over in b en &, waarbij echter

Voo .
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Door een kleine rcductie kan de impulsvergelijking in iets eenvou-—
diger vorm worden gebracht,
Stel n,.1. L

L v
o \ 1 2
WAL P AL
y v E

o e, e s g - " o—

g,
dan wordt de impulsvergelijking na vermenigvuldigen met Uiz
%
N v, asd; '
T o= g.'.....g.l b + 2 é\ + ....._... .._.....g =
2 1 ax
2 2
gt )
: 7 dax )i

hetgeen overgaat in

) -
d 2
B G e L - e )]

of wel:
a UM ) +/f(>

waarbij:

4 (X,) =2 ETz PRt 412)_1

Het is nu mogelijk om H als functie van 3‘2 te bepalen , bijv. in
tabelvorm, zodat dan de vergelijking van *2 door numerieke inte-
gratic opgelost kan worden,
Hierbi] moeten nog enige opmerkingen gemaakt worden. In het stuwpunt
is U = 0 en hier is het begin van de grenslaag.,
Dit punt is een singulier punt voor de differentimalvergelijking.
De beginwaarde van 32 wordt nu gevonden uit de eis, dat

ah 2 eindig blijft,

dx
Dan moet in het stuwpunt H(AQ) = 0, zijn, Hieruit volgt dus ook
H( A).
Substitutie levert de derdegraadsvergelijking

-0.067 A3 + 0.209 %% + 1,910 N+ 0,752 = 0, met een wortel
= - 0a9300
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De twee andere wortels zijn physisch ven geen betekenis, Verder ver-
dient het punt, waar T2 = 0 is, speciale aandacht, In dit punt,

is n.1., de afgeleide van de ) :
snelheid nul en nog iets
verder zou terugstroming
optreden, hetgeen aanlei-
ding tot een gcheel ander
stromingsbeeld geeft,
(z,g8. loslaten van de
stroming). el .
Hier blijven de grcnsleaagvergelijkingen niet meer geldig, zodat het
geen zin heeft de berekening verder te vervolgen,

Indien de waarden van }2 in het gchele gebied bekend zijn, kunnen de
overige parameters en ook de snclheidsprofielen bepaald worden,

Het is duidelijk, dat X, = O is, in het punt, waar U' = 0 is, In het
gebied van vertraagde stroming, U'g 0 levert de hier gebruikte met-
hode geen goede resultaten, Dit wordt duidelijk door in de omgeving
van het loslaatpunt naar de vijfde randvoorwaarde te kijken,

Deze eist n,l.

L
Vol 12(2d4 - 1) = 0

maar, daar wij @ = o gezet hebben en nu T = 0 b = 1 is, is hier vol-
strekt niet aan voldaan,
Wij kiezen nu in U' < 0 & = £b en berekenen de overecnkomstige groot-
heden, Deze resultaten blijken uitstekend met exacte berekeningen
overcen te komen., De geringe discontinuiteit in de parameters om

A= 0 is van geen betckenis,

Op deze wijze kan men bij wiilekeurig gegeven verloop van U(x) op zeer
eenvoudige wijze een redelijk nauwkeurig verloop (fout (,Q%Q van de
grenslaaggrootheden door een eenvoudige numericke integratie ver—
krijgen,
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MATHEMATISCH CENTRUM,

2de Boerhaavestraat 49,
A ms ter dam- 0,

Colloquiums
Mathematische problemen uit de practiijk.

door Dr C.J. Bouwkamp.

Stralingstheorie

§ 1. Inleiding.

Ik heb me door de leider van dit colloguium laten overhalen, een

reeks voorfrachten te houden over "Mathematische problemen uit de prac-
.tijk". Als ik de organisatoren van het colloguium goed heb begrepen,

moet de toevoeging "uit de practijk" met een korreltje zout worden geno-
men. Althans, i1k doe alsof dat het geval is, De gecomnliceerdheid van vee
le practische problemen noodzaak?t mij namelijk, hier slechts iets te ver-
tellen over die problemen, welke als fundamenteel moeten worden beschouwd
voor de echte, meer ingewikkelde problemen uit de practijk van een indus-
trie-laboratorium.

Ik stel me voor, U in deze voordrachten iets te vertellen uit de
klassieke stralingstheorie. Het geheel van mijn verhaal wordt overkoepeld
door de golfvergelijking. Behandeld zullen worden: gcalaire problemen uit

de acoustiek, vectoriéle problemen uit de leer van het electromAgnetisme,

met inbegrip van buigingsproblemen.

Voor de practijk zijn deze onderwerpen van belang. Men denke b.v.
!’aan luidsprekers, antennes, radiogolfvoortplanting, en verdere zaken uit
de kortegolf~techniek. Uit de azrd der zaak, zal ik vean U mogen eisen,
dat U vertrouwd bent met grote hoofdstukken uit de wiskunde, speciaal de
analyse. Misschien veronderstel ik nu en dan wel eens, dat U met sommige
delen der "toegepaste' of ‘“tcepasbare" (sic !) wiskunde bekend bent. Aan
de andere kant hoop ik het U niet wl te lastig to maken, en zeker niet
in het begin. Interrupties en sndere opmerkingen zijn welliom !

§ 2. Voortplanting van geluid in lucht.

De voortplanting van geluid in lucht geschiedt door longitudinale
golven. Onderstelt men, dat de uitwijkingen en snelheden der luchtdeel-
tjes ulit de evenwichtpositie "klein®™ zijn, dan kan deze geluldsvoortplan-
ting worden beschreven met behulp van een snelheidspotentiaal + Deze
functie van plaats en tijd voldoet aan de golfvergelijking,

A ;_3_._8_25?5“
?T s - 0,

overal dadr waar geen "bronnen" aanwezig zijn. De constante ¢ is de pha-
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sesnelhgﬁﬂ ven het geluid in d¢ vrije ruimte. De geluidsdruk P en de
snelhcid U van de luchtdecltjon viidt men uit

D - mE24L- T = - grad 25
» Qt! o '

waarin FL de dichtheid der lucht in ev.awicht is. Op de physica van
het probleem kan ik natuurlijk hier niet inga2n. Ik volsta met de opmer-
kingz, dat wij het probleem gclinealiseerd hebben. In alles wat volgt,
beperken wij ons tot de "lineaire wereld". Voor de physische fundering
van het gegeven mathematisch formalisme raadplege men b.ves
Lord Rayleigh, Theory of Sound, vol II (1896);:
Backhaus, Schwingungen r#umlich ausgedehnter Kontinua, Handbuch der

Physik VIII (1927), Alkustik, Kap. 43
Morse, Vibration and Sound (1936 - 1950);

IStenzel, Leitfaden zur Bercchnung von Schallvorgingen (1939).

§ 3. Harmonische tijdfactor.

7ij beperken ons in het vervolg tot zuiver-harmonisch verschijnse-
len van frequentie V¥ = &/ 277 | Ondat het probleem lineair is, kunnen
we op de bekende manier met cen complexe tijdafthay:lijkheid rekenen. Ve
kiezen dazrvoor exp ( - i W) dus

1

ff = 9)

"¢ houden ste:ds de tijdfactor exp ( -t W1t) in gedachtien, en rekenen

—./_ -4 i - i
elut 1601 U=23e uoy

P:pe '

?

allcen expliciet met de plazts-functies () , b, Q. san het eind nemen
we, b.v. de regle delen van deze grootheden na toevoeging van de faector
exn ( =i (%)

De golfvergelijking wordt dan

DY ¥ =o, (1)
terwijl druk en snelheid bepaald worden uit
D = ..c;ﬁo j_}(QJ , q = - grad;ﬂ. (2)

De constant: k is het golfactal. De samenhnng met de golflengte
is als volgt:
K= W - 2T /y .
Aldus wordt ecn vlakke goll, die ;ich in de positieve x~richting
voortplant, beschreven door .
= A elkx, (3)

wearin A, de amplitude, een (conplexe) constante is.

Het is voor later van belang, dat wij even nagaan wat het gemid-
delde (per tijdseenheid) energietransvort per eenheid van opvervlak
loodrecht op de voortplantingsrichting is. De momentane energiestroom
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wordt gegzven door het produet van geluidsdruk en decltjes-snelheid.
Dit is kwadratisch in de %unmorkendec grootheden. e mocten, na toevoe-
ging van exp ( ~i(x7t), op r«¢lc rootheden overgaans

ps Re[ =0 g ki ers (Umx- ig)
3 .

u, - Re[ -ikA exp(ikz - 1 t) .
Men controicert gemakkelijk dat heo produect van deze re#le grootheden,

gemiddeld over de tijd, gelijr is aan e ukz {A te. De e¢ncrgicstroom

Per é:nheid van opnervlak loodrccht op d¢ voortplantingsrichting van de
vlakke golf (3) is dus

’:,"y’y = 5o P" k2 ‘ A!a. (4)

Zijn &, @ , { de richtingscosinussen van de voortplantingsrichting
van cen vliakke golf ( ten opzicht. van het rechthockige stelscl x, y,
)z) dan wordt deze vlakke golf beschreven door

C‘):Aelk(d}{+{3y+‘/r2). (d2+ {324' 52_:1) (5)

;
De functies (3) en (5) voldoen in het eindige aan de¢ golfvergelijking
(1); ze¢ hebben evn singulariteit in het oneindige. In (3, ligt de bron
bij x = - @.

In latere beschouwingen zullen wij ook wel cens complexe waarden
van k moetun aanncmen (verliezen door 2bsorptie, denning). Voor de phy=-
sica is dan altijd voldoende dat %% in het eerste kwadrant ligt. Dus

O%argk £ s, (6)

De homogene vlakke golf (5) is het prototype van oplossing der
golfvergelijking. Door supervositie van vlakke golven kunnen wij ze.r
'algemene, en voor de physica de algemsne, oplossingen van (1) constru-
¢cren. Als wij in (5) voor d. amplitude A eun functic van & , (3,
nemen, en vervolgens gazn intogreren over een stuk van de (relle of
compluxc) eunhcidsbol, dan krijgen wij dc algemenc golffunctie

9’=/]'Aw,ﬁ,weik(““(”*afz)dﬂ. (7)

Dit supcrpositicproces zal streks aan cuen voorbecld worden toegelicht.

§ 4. Isotrope puntbron,
In spherische cobrdinaten r,ia ,yV , semecnhangende met de recht-
hockige door

x = r sin 3 cos ,y:rsinn‘) sin%,z:rcos,f)
act r 30, 0 £ D& 1,0 & }V£2 7/, wordt de Laplace- operator

gegeven door

d 2 P, d D2
1 1 . 1
= = (r) + ( sin 3 )+
A=z Or? r2 sin© 09 IR r° §insY ay/z
Hangt () slcchts van r af, dan rcduce.rt zich (1) tot
/




<—f5‘32 ) (r@) =0

+ r( =

dr }B '

zodat T (r) = A cos kr + B sin kr. Een isotrope puntbron (in de ocor-
sprong) dic energie uitstraalt naar het oneindige is (let op de tijd-
Tactor) dus te beschrijven door

i oLkr
P = (8)
/

Utrikt genomen is (8) allcen buiten r = O eun oplossing van (1), Eigen-

1ijk is (8) c¢en oplossing van ceun inhomogene golfvergelijking met in
het rechterlid een funetie evenrcdig aan cS(r) rz. Hierin is, schrik
nict, de delta~-functie van Dirac !

Beschouw nu de encrgicstraling van de puntbron (8). Dezc kan op
twee manicren worden berckend. Allerecrst kijken wij op grote afstand,.
Daar hebben wij bijna vlakite golwven. Alleen de variaties met r in de
phasefactor ¢xp (ikr) spelen cen rol. Voor r— @ he.ft men

D e ik oMy o mix 2.

ikr.
Op grote afstand r kunnen wij het veld (8) opvettun als ¢.n vlakke gelf
in d¢ radicale richting met amplitudc A/r. Volgens (4) is dan de cner-
giestroomdichtheid
Wrm 3 ¢ er'A{z/za

Vermenigvuldigen wij dit met hot totalc oppervlak 47Tr2, ¢n nemen wij
r »00, dan wordt dc per tijdse.nheid uitgestrazlde cnergic der puntbron
gclijk aan

7 =27 px%|al2, (9)

Nu ecn tweode methode voor het berikenen van de energiestraling. Be-
schouw ecn bolletje met straal £ . Ne.m aan, dat (8) het stralingsveld
beschrijft van een bolletje met pulserend oppervlak. De snelheid der
luchtdecltjes aan het oppervlak is -~ ¢UV/'23r voor r = £ , Neem ge-
makshalve A = 1, dan is deze snclheid

( ) oike
v = (~-ik + =) =——
g e
terwijl de druk gelijk is aan . ik g

P=~C{Joike&

Gaan wij wecr over op de re&le delen, dan komt er

DV — —g-tk sin(k E u}*b) + gcoq(kf -r-\pt)K sin(kg ;e,{ut)J .

iddelen we over de tijd, dan wordt het rechterlid %c§3k2// 2. Met
ruimtehoek 4 [} {: , en £-» 0O, vinden wij weer (9).

Blijkbasr kunnen wij in deze¢ laatste methodec de straal van het
bollefje willekeurig groot ncmen: door icdere bol met straal r en mid-
dclpunt in de oorsprong vlocit de energie (9). Het onderscheidt tussen
d¢ twee methodes valt hier bijna weg, doordat het zo'n friviaal voor-
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beeld is. Later zullen wij minder triviale voorbe.lden ontmoeten.

Tot nu toc¢ is alles vrij e.nvoudig gchouden. Nu komen er moeilije-
ker dingen.

[ ~ .
&y 5, Sommerfeld's integraal.

In cylindrische cobrdinaten wordt de Lavlace operator

P c‘*P dp Pz ’ Dgﬂz 0 z°
Beschouw voorlopig alleen axiasal-symmetrische oplossingen van de golfver-
gelijking. Daasrvoor is 2 /5)(// = 0, Sc¢parcer de golvergelijking op de

bckende manier: 9—’ = f(z) gl P Y. Dan komt e¢r

2 2 -
..g:....u_..,._l.qg.__{_ Agr—odf+(k2~A2)f=Oo

A~ F
dg e B dp e
'De cerste vergelijking is die der Bescselfunctics van de orde nul en argu-
ment A P . In cylindrische colrdiraten z, }1/ heceft men dus de axiale

golisystemen

B ——

Pz,p) =« e Ve Fo (AP0,

waarin A willckeurig. Door vermenigvuldiging met een amplitude-factor
A (A ) on integratic over A krijst men een zeor algemene axiale oplos-
sing van de¢ golfvergelijking.

In hef bijzonder willen WJ.;; nagaan, wat de¢ volgende intcgraal

wordt 2_
52) f](x\/o)evl‘ k)\d/\. (10)

A% R
Hierin is ondersteld > 0,2z >0,k >0, Did¢ tak van l//\ "~ k% is
bedocld, welke voor )\ — 0 gelijk ) wordt. De intcgratieweg vermijdt
het thak’vcym,p‘qnt A = k door ccn boogje beneden de redéle /\ -a8;

, .
0 » arg (/A > = T/2. Voor 0 €A & k is dus 1/,/\2: k«? gelijk
aan -1 Vk ZA?

De ondersta.nde manipulaties zijn alle verantwoord. Er geldt
)

o At ot .

7 o . Vel 2
. 92 / Az fi(Ap) e E 4l

» o,

i
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e e.. + A/O(’Z’ﬂ( /{/O Jd)
7 -z Vﬁ~§:;§w Vi 7
/c [/,/4(/\[3)«-/(/0%,(@)](1/\.

e}
Door optellen vinét men
Y § o ——
r),‘l .’“ -z ;) - &/ L, 7 A
- STe o= s \/3 /o\ ) + ( A ) o+ ..
()(D P ()/ ; - /) ﬁ
u

T J;n(;z,( /ilp >]M -0

L.
op grond van d¢ differentizalvero.lijking van %} ( /{/) }o Uit de partiéle
diflercntiaalvergelijking = fp -/0;;)2 = 0 volgt, det ;u e.n functie

2 ~ 2

is ven z° + e Kics nu in (10) ”D = U. Den wordt

X ! ‘?"’ %0

o, 42,2 ﬂf -

,(p=0>=1 UZ/F___MW?: Aak =_1. -zl/A / =elq .
i {’/{2 _ k2 Z o z
Dus volgt o ———
, [/1112 — ke k
J/( A0y = G da) - € l/-..:ﬁ (11)
2= 2

Het rachtcrlwd is e.n annly’tlsr=he, functice v'mn k. D¢ integraal converge rt
in het algemcne geval (6) als ‘arﬁ Lx",&‘? ‘/- Wo, Dus geldt (11)
ook voor comvlexe k met (6)

Het hier gegoven bewijs van (11) is ontleund aan Van Hasscelt
(‘liskundige opgaven m.t dc¢ opiossingen XVII, vraagstv: 1), De relatic
P(11), wasrbij dus de vuntbron (8) in Tes:.1functic-golven is ontwikkeld,
draagt de naam van Sommerf.ld's in_n‘" coroals Ze ds bekend gewordun door

Sommerfe¢ld's onderzock cover de voortpinnting van radiogelven over vlakke

asrdc [Amz: Physik (4) 28, 665 (‘%CM”“{ Da:rvddr was (11) reeds tougepast
door Lamb tProc. London Math. Soc. (2) 7, 122 (19@9)3
Natuurliik kan men (11) op tal van anderc manicr.n bewijzen, maar
het korte ¢n eenvoudige bewijs van Van Has-elt wilde ik U nict onthouden.
Als men in (11) di_}ﬁntcgratiuweg boven het vertakkingspunt had

S s g 1+ 7

. e et

genomen, dan zou [//\ 2 2 = + i sz —/{2 voor 06'— /\ < k. Mcen had dan

- e — " -
- -—....-..,......_ g —

cen veorstelling van fexp[ -ik "z +p2 Jf//‘? +/§ gekregen. In deze
laatste vorm is ook Sommerfild's integrasl door Van Hasselt bewezon.
In d¢ literatuur wordt niet altijd voldounde acht geslagen op dit essen-
title verschilpunt, wat zich vaak uit in tckenfouten.

De identiteit (11) kan nog in diverse andere, equivalente vormen
optreden. Bijvoorbc.lds ( P 5 0)
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kV22+{02 %4/00 -z ,12..}{2 el (12)
= ‘ ; , 12

/K(f{/ 1% cos Az ah (13)

7aerbij farg f)2~k2 = r’—/2. De functies Ho“) en K zijn de bokende
uit Vatson's Theory of Besscl Tunctions (1944). In atson's bock vindt
men allerlei gencralisaties van Sommerfeld's integracl. Toepassingen van
(12) en (13) vij Weyrich [J. Reine Angow. Math. 172, 133 (1934)] en
Schulkunoff [ Proc. Inst. Radio Tmgrs. 24, 1388 (1936) | '

§ 6. Formulce van Weyl.
Wij zullen nu het veld van de puntbron in vlakke golven ontwik-—
elen nazr de idee van (7). Ga uit van (11). Voor k 5 O, z > 0,

....v—,

l:- = {,/z2+(“ ’ %ldt

e e g

iz 242,

/ ww-,_a!/(*f-) K= A
Vk -/\
_g_/\ /!!fil- ( .-u[//{g’”_
t/(é~2 4 ;

A
Stel in de eercste /\ = k cos ,3 s on in de twecde /{ =k cosh«c) . Dan

wordt /2

ikr
er = ikf cos - (kflco"s ) ot%2 sin.) ad

Ooo

' | + k cosh () /(k f)cosh W, ) e ~kz s:.nh.ﬁ .

Stel in de ecrs ’m, inte rrrawl J = u, cn in de twecde ~/ = -—iu. Dan komt er

= 1k[cos uJ(‘:/)cos w) GTEZ SN U ey,

gl
- . dan

e (X

ikr
e _ - Jikz cos,\,
o T / / (%‘3 oin r:)) sin g af\ .

Nu is wvolgens eun bck\,ndu integrealvoorstelling
20T

’ , /

J (1’/)511’1,9 ) =.2.1?:_v[ﬁ_j;kpsin/3c:os (% ..;1/) dy//;
9] ulp ~ . ’

= -—-ﬁ- / d&y k?_f)sin »9'008( 90- ;0),.{- 7 cos :):{SJ_nﬁr;,:)l

Ga nu over op nchtho;kigx_ cobrc‘maten, X = Fcosy/ , 7 = Psinsl/ ,
wordt

ol :_;’\

Stel tenslotte u =

¢n dus
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an T <o ,

ikr T e ’ ¥ ' ; t g
g — 5_}7_] df//' elkLX sin & cos;// +y ein Jein /(1/-;-2 con asinrgda
o

ikr 7

o

of

ikr . . )

e _ 1 el’f(“x*‘ﬂifﬂf{z) ai) (14)

ikr 27T . - il

: 2 o o . . O

waarin r = ¢ x"+ y©+ 2% &, f , richtingscosinnusscn, di¢ element
van ec¢nheidsbol. In (14) wordt geintosre.rd over de halve compleXe cen-

heidsbol., De voorwasrde z > O is ceoentill. In het bewijs is ondersteld
k 30 macr (14) gelét voor Im k >0y k #Z 0. Formulc (14) is gegeven door
Teyl [Ann. Physik (4) 60, 481 (1919)] met tocpassing op radiogolfvoort-
rlanting over vlakkce aarde. Ons bewijs is verschillend ven dat van Weyl.
De laatste gebruikt evn overgang op eun nicuwe poolas in de richting ':E"
Tk kan zijn bewijs nict volgen, vanwege mocilijkhceden bij dc intcegratie-

F@enze@_, zulks in verband met compluxe richtingen.



MATHEMATISCH CINTRUM,
2de Boerhaavestraat 49,
Amsterdam,

Colloguium
Mathematische problemen uit de practiik.

door Dr C.J. Bouwkamp.

Stralingstheoris
II

7. Stralinz van membraam, trillende in starre wand. B
Lazt een vlak membraam harmonisch trillen in een oneindig uitge~

strekte starre wand (model van luidspreker). Op ieder ogenblik is de nor-
maaksnelheid van het menbraam gelijk aan de normeal-snelheid van de lucht-
deeltjes ter plaatse., Deze snelheids—amplitude zij een gegeven functie v
van de plazts op het membrazm F (membraam is deel van xy-vlak; de rest van
Xy-vlek is starre wand). Het stralingsveld in de halfruimte z ; 0 wordt be-
schreven door snelheidspotentiaal { . Deze is voor z > O een continu-dif-
ferentieerbare oplossing van de golfvergelijking (1), die voldoet aan de
volgende randvoorwazrden:

(a) ¥ Joz = -~V op het membraam Fj
(b) C/, 0 op de rest van het vlak z = 0 (staare wand);
(e) in overeenstemming met Sommerfeld's uitstralingsprincipe geldt:

i

- ikR
C-er x( M)+ o (R o) (15)

) waarin R de afstand tot een geschikt gekozepn oorsprong is, en
j‘ ' . de spherische codrdinaten rcndom de z-3s (normaal van F),
De functie K(ﬁr,y') noemen we de karakteristiek van het membraazm. Het
stralingsdiagram is bepa=1d door ’Kie.

71j zullen onderstellen, dat v op F continu en begrensd is. Men kan zich
afvragen of het bovengesteld randwaardeprobleem een oplossing heeft, en_of
die oplossing eenduidig is. Nader onderzoek leert, dat de gegeven voor-
waarden niet voldoende zijn voor de eenduidigheid der oplossing. Er dienen
nog zekere regulariteitseisen gesteld te worden met betrekking tot het ge~
drag van de functie QD voor z = O, speciaal op de rand van het membraam,
Men kan b.v. eisen, dat fP en grad Qb kwadratisch integreerbaar zijn in elk
eindig deel der gesloten halfruimte z 2 0. Misschien is er later een gele-
genheid om op deze kwesties nader in te gaman, Ik laat dit eerst rusten.

De vraag of er iberhaupt" een oplossing bestaat, is ook niet trivi-
aal, als tenminste v van nul verschillend is aan de rand van F (deze rand
nemen wij continu en “stilckweise glaat"). Dit komt ter sprake in de vol-
gende paragraaf,
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§ 84 Klassieke formule van Rayleigh.

Neem (x,y,z) in rechterhalfruimte. Isoleer dit punt door bolletje
met straal £ . Neem een grote halfbol, die (x,y,z) inwendig bevat, met
straal R en middelpunt ergens op F. Laten ({, en G oplossingen van de golf-
vergelijking zijny ¥ regulier in z 3 0; G regulier in z O met uitzon-
dering van (x,y,2). Dan geldt volgens Green

0 9 = H{(TaG-Gtsf)dt = (({J:DQ%—G%)GI' ’

waarin geintegreerd wordt over het volume: halve bol R min bolletje &,
en over de begrenzing dazrvan (n is normaal naar buiten). Neem voor G .
de¢ tweede Grecnse functie van de halfruimte. Deze is

4 4 [
G - elkr . elkr
r r!

: : —e
met r = (x~ §)2+ (y —)% 4 (2 =8)°, rt o= \/(xi 3)2+ (‘y1~7)2+ (z+ §)2
en f”{ﬁ ’ het integratiepunts G/on = - 'DGﬁyg = O wvoor S = 0., Laa%
R—ow, &-»0. De bijdrage van het vlak 3: O tot de oprervliakte inte-—
graal is dus
ikr

-2 j %_q_n S af .
De bijdrage van het oneindige halvebol-oppervlak nadert tot nul voor
R— o (bij de uitstralingsvoorwaarde). De bijdrage van het bolletje wordt

in de limiet & - 0 gelijk aan Cf’(x,y,z) W(El ) 4.,‘,‘62 = -4/ ¢ . Dan

komt er dus -y 9?’ eikr
=-zr ) ¥a oz ¢ (16)

r

Deze formule is afkomsfig van Rayleigh (loc. cit. § 278). Als de normaal-~
afgeleide van de snclheidspotentiaal gegeven is op cen oneindig uitgestrekt
plat vlak, dan kan men met deze formule de snelheidspotentiaal in de hali-
ruimte bepalen. Het is cen scort integrazlvergelijtin. voor @, of ook ccn
soort Huygens-princirc: alleen met dit verschil dat (16) rigoreus geldt,
althans onder zekerc aan op te loggen voorwaardon.

Raylcigh's aflciding van (16) is cssentiéel physisch. De samenhang
met randwaardeproblcem en Grecnse functies der halfruirte werd in mijn
dissertatie besproken,(Groningen, 1941)s later ook door 3gmmerfeld Ann.
Physik 42, 389 (1942/3) uitdrukkelijk vermeld en bewezen.

De hier geschetste afleiding is bedoeld als heuristisch. Wij zijn
nu zover, dat we vermoeden, dat de oplossing van het probleem gesteld in
$ 7 als volgt luidts

. ikr
p =-2-}-.J v.‘“?..l.‘...d. af. (17)

{ 9. Discussie van (17).
Aufpunkt x,y,z met z 2 0; Quellpunkt ?,’)} ,§ met 5&: 03
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r
B

1

V/(x-§)2+(7-b)?+22;Y=:v(§,@); af = d?d?;,@: P(xgnzh
gebied in 't cindige van jy’v vlak met sectiegewijs-gladde rand:
V( ) is begrensd op F en sectiegewijs—continu met blndlg aantal lijne
van dlscontlnuitplten, zodanig, dat er in ieder punt 5 /7 van F een ge-
middclde v bestaat.

H

Blijkbaar is r"1 exp(ikr) voor x,y,z buiten F ecen oplossing van de golf=-
vergelijking (1) die daar () oneindig-vask differentiecrbazr is en (/)
zen de uitstralingsvoorwaarde voldoet. De eigenschappen (2() en (/?) blij
ven bij integratie met belegging v als in (17) bestaan. Aan de voorwaarde
¢) van § 7 is dus recds voldaan. Verder is buiten P de functie qﬂ een
cven functie van z., Dus “F /2z = O op 't verlengde van Fs; dus (b) is
veivuld. Tenslotte de voorwaarde (a). Voor z > O geldt
Do z Jikr

- 2 e (X _
—_—j_-z- = 27/_. h'2 Tz (1" - lk) dfa

4

Laat Q enig punt van F zijn en laat het Aufpunkt locdrecht (in de z-rich-
ting dus) tot Q nadcren. Dan geldt

ikr
5%— v Ew§~ ikaf jTconstante z (Q%
r ] S
F * N
Zij s een bovenste ofrens voor de afstand van twee willekeurige punten op
F, dan is a0 >
\/ %$2J av  _ 7 log (1 + 25)
‘ Z
»Voor z —>0 nadcrt heu rechterlid tot nul. Dus voor lim z ~s 0
. D ) v o 1KT
lim - 5z = lim T v 3 atf
‘1'." r
z v
= llm-é—;/:‘: -3 af 2
f‘ r
= af .z = g g T
= lim 5= v == = lim 55— v }[*- T3
27 °Q /r en Q (??:-J*’B)Z
Z F °
— q. o _ o
= , “:]:iln VQ, SZ‘ = _‘_t VQQ

Wij hebben dus bewczen, dat asn de voorwaarde (a) van § 7 voldaan is in
die zin, dat Q9 /0 z niet naar -v mear naar de gemiddelde wesarde "QQ
nadert. Het optrcden ven dergelijke gemiddelde waarden is wel bekend

in andere gebieden den wiskunde, b.v. bij Fourrierrecksen. Is Q een hoek:

vunt van een rechthockig membraam terwijl Ve de waarde van v in dit hoek:
Hunt is, dan is v = %vo.
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§ 10. Acoustische impcdantie.

In het vervolg onderstellen wij, dat de functie v uit § 9 refel is,
zodat de snelheidsemplitude overal op het membraam ccenzelfde fase heeft.
Vanzelfsprekend mogen fascverschillen 7 optreden. Uit (17) volgt dan
de snelhecids-potentizal c¢n de druk. Deze splitsen we in rolle en imagi-
naire delen

L R T R A T A Ptk
Derhalve is voor ccn snelheids—amplitude V = v cos (0t de re&le poten-
¥iaal en druk gegeven door

Y 431 cos wt + CPZ sin w t

P o] 7k q coS (U0t - G sin (ot .
o 2 1

i

i

Noem dW d¢ cnergic, dic door het membraam in het interval (t,t + at)
wordt uitgestraald in d¢ halfruimte z 2 O. Dan is

%% = /'def =\[ (p1 cos 9t + ) sinwt) v cos vt df.
VE

E
Dit schrijven wij als
a7
dt
waarin W,oen W, het reéle en het imaginaire deel van ecn compluxc

= W, COS%Q)t + W, sinw t cosut, (18)

groothcid w is, n.l.

?
W= oW, o+ i, =v/r(p1 + ipz)vdf = J[;Vdf' (19)
a F

Als men in een gegeven geval de integraal (19) kan uitrckenen (waarbij
p de complexe druk is op het membraam), dan vindt men de per tijdseen-
heid in de halfruimte uitgestraalde energie door v, te¢ bepalen. De
grootheid Wo daarcntugen is ven maat voor de energie~fluctuatie tussen
he¢t aandrijf-mcchanisme van het membraam en het stralinosveld. Dege
tecrm draagt nict bij tot dc gemiddelde energiestroon. M.n noumt w de
acoustische impedantie van het membraam, naar analogic met b.v. de im-

pedantie van cen stralende antenne in de leer van het clectromagnetisme.
De grootheid W komt overc.n met het ohmse gedeclte ¢nm W met het reac—
tieve gedeelte van c¢on electrische impedanties Wil het membraam zo goed
mogelijk aan zijn docl beantwoorden, dan kiest men W, 20 groot mogelijk
en w, 20 klein mogcelijk. Nu is het bekend, dat men con antenne licfst
"afstemt", d.w.z. d¢ antennc zo dimensieneert, dat deze bij de gebruik-
te draaggolf-fruquentie zuiver ohms is. In dit geval is w, = 0. Onder
deze omstandigheid is de encergiestraling van de antenns in de ruimte
monotoon. Merkwaardigerwijs geldt dit nicet wvoor een acoustisch mcmbraam
soals hicr beschouwd. Wij zullen bewijzen, dat W, altijd negatief is.
Tt membraam is dus cquivalent met een inductantic (spocl).

Uit (19), de cerste relatie ven (2), en (17) volgt gemakkcelijk
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c { k
o O gin ks
L \/ fyv oy < af af', (20)
F
= o § ok vt Qo8 ks KS g¢ ar (21)
2 - > ?
Iy

waarin s de afstand is tussen de opoerviakte-clementen df en df'; beide
integralen zijn dubbele opwervlakte-integralen !

Uit het foit, dat W, cen maat is voor de gemiddelde encrgicstraling
van het membraem volgt natuurlijk, dat w, positief is voor v £ 0, en nul
voor v = O, onhafhankulijk van de¢ speciale vorm van F. Ve zullen laten
zlen, dat hetzclfde voor - Wy geldt. Op zichzelf is het een interessant
mathematisch probleum het positief-semidefiniete karakter van de twec
integralen (20) c¢n (21) te bowijzen.
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$ 11, Stralings-karakteristiek.

De formule voor het re&le deel van de impedantie w kan op de vol-
gende manier worden getransformeerd. Laat ecn sterrctje aanduiden het
geeonjugecerd complexe. Bedenkt men, dat v = v*', dan vindt men uit (19)

{ * x
= % j (pv + pv) af,

F
¢n dus op grond van (2) ¥
| ot e

=3%oc g ix [(? — - ¢ =) af. (22)

Het is gemakkelijk in te zien, dat deze formule geldt voor willekeurige,
nict noodzakelijk re8le, funeties v, Is echter v complex, dan zal (18)
in het algemeen ook een term mot sinzru t bevatten, zodat men dan niet
ven ccn acoutische impedantie kan spreken. -

In formule (22) wordt over het oppervlak van het membraan geinte~
srcerd, maar zonder dat de waarde der integraal verandert, kunnen wi}
voor F ieder oppervlak in z 2 O nemen, dat door de rand van het membrazn
gaat. Dlt volgt uit de stelllng van Grecn: door integratic van
] P ,/ dn - C? /’2 n over ecn gesloten oppcrvliak waarbinnen
zich gecn singulicre punten bevinden, vindt men nul.,

Wij ncmen nu speciaal voor dit gesloten oppervliak de vereniging |
van het halve bolopperviak in het oneindlg) en de gtaare Qﬁnd. De star-
r¢ wand lcvert geen bijdrage, omdat daar ¢ / Dn ’3@3//3 n =20 is,
W7ij bchouvven dus allecen de bijdrage van de halve bol in aanmerking te
NneMen .

Laten R, ) (¥' spherische codrdinaten voorstcllun om de normaal
(z~28) van het membraan. Dan geldt asymptotisch voor R —oo op dit bol-
operviak

. ikR
CPN K(ﬁ' ’(}')_6%__

- S~ wp

af = R a = R? sin v &) af
Yabstitueren wij dit in (22), dan krijgen wij



ot 1 2ot

De samenhang tussen de karaktbrlstlgk K en de geluldsdruk—amplltudg is
gcgeven door
jp| = cg x [K| /&,

zodat wij voor R —» cok:rljgcn
.Zn

W, =cf§kzj a¢ fK(v? ¥ )‘zan’i)’d") (23)

ij interpreteren (23) als volgt. De gemiddelde,pcr tijdsecnheid in de
ruimtchoek 4 {/ uitgestraalde energic is

> kziK( 0‘,\}’)\2 a Q.

D¢ naam stralingskaraktcristiek voor K is dus goed gekozen. Als \Kl%
in spherische cobrdinaten '0',4' wordt uitgezet, krijgt men het stra-
lings-diagram van het membraan.

Door de (verborgen) integratie (23) over het oneindig-verre bolop-
pervlak krijgt men dus slechts het reéle deel van de acoustische impe-
dantie. Natuurlijk kan men de energic-fluctuatie door ecn willekeurig
oppervliak bepalen door integratie vay PV voor dit oppervlak. Directe
technische betcekenis heeft deze grootheid echter allecn voor het gevgl
dat het oppervlak zich rceducecrt tot het membraan-oppervlak.

Het is gemakkelijk om K te berckenen als functie van v. Als
en ¥, vlekkc poolcodrdinaten in F zijn, hesft men

r? =R° - 2 TR cosX+ 0‘2, cos){-—' sin /" cos (%" %, ),

en voor grote waarde van R geldt
elkrsv elkR e -ik G cos )L
r R ¢

dus vindt men
K( Jﬂ,sl ) = 5%; v e ~ik0“cos:x af.

det is meestal gemakkelijker de druk op grote afstand te bepalen, dan
op het membraan. Daarom zal (23) - (24) veelal practischer zijn, dan
{19), maar wil men beslist de gehele acoustische impedantie w weten,

4~ moet van de methode (19) worden gedbruik gemaakt. Wij zullen echter
iaten zien, dat ecn aan (23) analoge formule geldt voor de grootheid Wy o

§ 12, Cirkelvormige mcmbraan.

Laat F ee¢n cirkelvormige membraan zijn met straal a. De voorge- .
schreven snelheidsamplitude v ken men in de Fouricreeeks ontwikkeld den=—
keng
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s

v &, %) = Z fvm((ﬂ eosm‘)l-;+ w,( ) sinm‘{-a
Insg

ffeem cerst zo'm term

v=v((7‘)cosm¢{) . (25)
Jct gehele getal m gecft het aantal radiale knooplijnen. Nulpunten van
v(T) komen overecn met cirkelvormige knooplijnen. Voor Rayleigh's
“piston" ism = 0, v(CT) = Ve Voor de¢ snelheidsamplitude (25) gaan wij
K en w, bepalen. Uit (24) volgt %

a
X( 1)",(7{’) =—2—%/v(7) V’dC"/e"ikv Sin¢cos(%-%’)cosm()d

a
Jij moeten e;rst d¢ integraal over S(;, berckenen. Stel z = k0 sin ?}
F

Iz/e'izccs(¢;%)cosm}%d%.

b -
Ticuwe variabele X =77 ~ ¥ 3

2}‘4)(
= cos m C/ ./zm -1z COB X o ma AK -
-~ ginm %27 / e TIZ COBN in ma 49 .

Geen van beide ovcrbll;)vende integralen hangt van <7‘ af, omdat over c¢en.
volle puricde van cos o geintegreord wordt. In de twe.de integraal kic=-
zen wij als 1ntugrat1cgrn.nzen - % c¢n # . De integrand is oncven in & .
Dus d¢ term met sin m ¥ verdwijrt. Er blijft dus over

-

) -
I:cosm%[-é—l- /c —-iz cos & cos m&X d%‘}
ba ; ]

o

A

Voor dc Jurm tusscn dc vierkante haken heeft men, als 3__: X+ —r

2i‘
. i d n ’ '
PRt /4 :L(m/3 - z sin/3) af+ % g ) i(em sin/0)
3 G 2'»_. , + ¢ -2—3- 0/! © ! (y

/ N

' 7
:j\;”lm /2 J (z) + i /2 ..m(Z)j(= e-mi /2 Jm(z>"

i

31
saeimicde vinden wij <
mi 7,
K(”%):cos m(%eml 1/2 Jm(kf/"sinh ()T ao .
[
i voeren een functle f (>\) “n, die voor het vervolg van groot belang

1313

f(7\) T/J()C‘)V(O“)G‘GO‘. (26)

Dan wordt de strallngskarak;bc,r;tstlek voor de belegging (25)
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K( ng’V,‘f') P £, (k sin k) cos m‘/“ . (27¥

Als wij waren uitgugaan van v = v(7 ) sin my/ hadden wij ook (27) gukre-
gen met dien verstande, dat cos m‘{’ door sin m }L, vervangen worden. In
beide gevallen is de azimuthale variatie van het stralingsveld dezelfde
als die van de voorgeschruven amplitude v. Dit geldt trouwens voor het
gehele stralingsveld (niet alleen voor K). In het algemenc geval heeft
men dus de karakteristiek

i( 1),4’) = a? zo:oo i [fm(k sin V) cos m‘f' + g (k sin +) sin mﬁl’].
m=

De stralingskarakteristick is dus additicf met betrekking tot de Fourio.-
compongenten van v({ '7/;), zoals kon worden ve:wacht.

D¢ additiviteit gze¢ldt cchter ook voor de¢ stralingswoerstand, omdat du
functies sin m (/ , COS M Szorthogonaal zijn in [0, 2”]. Hetzelfde guldt
voor de grootheid Woe Derhalve is er cnergetisch geen wissclwerking tus-
sen ¢lk tweetal trillingen met verschillende santallen radiale knooplij—
nene Er is ook guun wissclwerking tussen twee trillingswijzen met de-
zclfde aantallen knooplijnen als deze wijzen in clkaar overgaan.door

cen draaiing over (2n + 1)7/2m, met n geheel getals, Door duze trans-
formatie gaan sin m % o Cn cosm SLO in ¢lkaaar over. Om de acoustische
impedantic voor hut algemenc geval van v( (7, ‘7{; ) te berckenen, kunnen

we dus volstaan met (25) te beschouwen e¢n de cnergieén daarna te adderen.

Uit (2 -
it (23) volgt o %
w, = ¢ €a4k2 / ooszm%d(% £2 (k sin ) sin?"a
1 Yo . m '
P %
iB&e‘t Neumann's factor
S\ﬁ = 1(m = 0)
);" E) = 2(m> O)

m
is -
b

/cos2 mSL d(f' = 2 .
£m

18
Vour bovendien eun nicuwe intcegraticvariahele ine N o=k sin'ﬁ . Dan

wordt - 4 K 2 \
W 22/’Cfg a_ Xk —f—‘m‘—-—-(—-)- A ax . (28)
m : lcg-k 2

$13. Analoge intugraal VOOr Wy
Ga nu in (17) dc Sommerfeldse integrasl (§5) substitucren. Dan

omt oer o6

RN el O
/

@
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waarbij gesteld isg r2 = 2° + 8°; so = <§2 -2 QU cos ( (%' 7%) o
In het geval (25) 1s

& P
)
'é%—/vJo(s)\) (31’:‘=V/v(<7')(7~ a0 EJZ_-/JO(SX) cosm% d}{.
F 0 - v

Volgens het z.8. additie—theorema dur Besselfuncties geldt

Jo(s)) =J (A Q -2(‘“ cos(&[/ )+c\ )

(>§)J(7&("’)cosn($// 91)

m_ O n n

by
zodat ‘
E%/Jo(sk)cosm%d% =Jm(>‘f)Jm(AU'") COSH’-%-

O
et onze definitic van :t‘m komt er dus

ﬁ?/ v (s)) af = af £ (A) 5 (Ag ) cos m%. (29)
F

Voor de snelhcidspotc,ntlaal tengevolge van (25) heeft men dus voor z » O

(z,f,%):a cosm)l/ ;"% \A"k J(Ag’)f()) A_d —— . (30)

V)22
Zoals reeds werd vermeld, is du afhankclijkheid in de % dezeclfde als
die voor de gegeven functie v (25). Opmerkelijk verder is, dat de func-
tie fm’ die volgens (27) de karakteristiek van het membraan bepaalt,
zcelfs het gehele stralingsveld bepaalt !

Inmiddels kunnen we eun zeor intoressante asymptotische relatie afleiden
door gebruik te maken van (27). Wij weten, dat (R—> o)

¢ ikR ikR
@~ K(‘l}j)é') = a® 1™ £ ok sin #) cos m%

Substitucer nu in (30) z = R cos 1}“,' ?: R sin ’6’°(O $ r,ﬁ /2) en ver-
gclijk. Dan vindt men
(¢4

’ 4 vy 2.2
/JR 0057 12 Pk? o3y 5 (NR swmd) 2L~ (31)
(). . T " ()2 k
el(kR"m 5) . ,f‘ R—aw® -
= f(k sinT). (o < T 5)

Lotuurlijk is in ons verhaal de functie £( )\) aan zokere beperkingen go-
onden, immers 32 £ ( X)) = J (>\ ) v(T )T dg , maar v(U) is alge-
meen genoug om (31) nict trlv:l.aal t< doen zijn. In ons geval is £( A )
cen Zege gehele functie (machtrecksontwikkeling convergeert voor elke
eindige X ). In Sommerfcld's theorie van radiovoortplanting over vlakke
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aarde speelt evn dergelijkc asymptotische roelatice als (31) ecn fundamen~
trlr rol. In dit laatstc geval is cchter £ ) algebralsch:

2 2
£(%) = [_\b =k —
TR
k12\,~‘>\ 2 1% 4 x° é Aok,
Het is, mijns inzicns, twijfelachtig (althans nict rigorcus dbewczen),
dat (31) op het geval van Sommerfeld van tocpassing is, hoewel de uit-
komst van vele onderzockers met (31) in overecnstemning is. Dit allces

als intcrmezzo. Wij keren nu naar de acoustische impoedantic terug.
Fij gaan uit van formule (19), ¢n nemen daarin voor p de wazrde
op hut membrasn, welke waerde volgt uit (30)-

D = 11:%(00"%)--(:@ ika? cosm(/' /J(A )f(’”\)"*\?“::g%‘::c

PR o
2 Uf J
Dus 2 '

w:jpvdf -cg ike® v(f/")(’“d(‘/cosmﬂé 7L/ ")\f)f(ﬁ)
\A

oo 10
2 {
- 2”0fglka /f (>\) >\dﬁ /J() )V(P)NdG\
€m \\ |
0
Mct de definitic (26) der functic fm(> ) komt c¢r dus
20

— 4
W= — 2" ¢ @ oika ]f 2(‘>\) ___;i‘“iL“ (32)
<n

Alg wij dit in relel en imaginair decl splitsen, krijgen wij voor W
formule (28) terug, tcrw131

_2Te et /5200 ) 4y . (33)

7ij zien hicruit, dat dc functie fm(A ) ook dirget het reactieve deel
der acoustische impcedantic bepaalt.

Uit (33) volgt ~w2:> 0 (als v £ 0). D. acoustischc impudantic is
additicf te.0.v. de bijdrage der termen van de recks voorafgasnde aan
formule (25). Dus -W, 0 ook in het algemene guval. Dit thcorema is
zelfs geldig voor clk membraan, cirkelvormig of niet, want wij kunnen
het membraon altijd uwitgebreid denken met stukken waar v = O genomen
vordt. .
Passen wij in (32) vun geschikte transformatic der integratie-vori-

abele toc (zie §6), dan vinden wij
»{ o)

24 [
w = Qﬁcgﬂk 2 £ 2(x sin?h) sinMa S,
m

. o
hetgeen ook in de vorm
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o ?314«3
s ] [t

kan worden geschreven, waarbij dus over complexc richtingen geintegrecrd
wordt. Men vindt dus de acoustische impcedantie van hcet membraan volledig
door integratie over het stralingsdiagrem, mits‘ dit laatste op geschikte
wijze in het complexc wordt voortgezct.

§.14. Ravlcigh's "piston'.
Hie¢rvoor is v = constant = Vor Voor de acoustische impedantiec komt

Jq(2ka) _ ; Hq(2ka)
=cfo o/’a)1" kaa'l ka ]’

waarin H1 de functic van Struve is.

cr

b§15. Anderc voorbecldens

Voor diegenen onder U, die hun encrgie willen spuiten op enkele
tocpassingen van de¢ voorafgacnde algemene theorie, volgen hier enige
voorbeclden (kennis van Bessclfuncties is wel vereist !).

' . =~

'Neem snelheidsverdeling v(GU, }LO) = (¢ /a)™ coslm y’o +0 ) met m geheel
en constant.

De druk op grote afstand R is

2 y

I 2.; 2 dy,q{ke sin /) cos(m” + &) .

ng‘o o= 5 "_i{ a sin ‘

- 5t N
we 2ic e, al 1(Ka sin )‘) d‘t}‘
- > .
~ m 8in 7)..

J

wy .2 Iopeq(2ka)
Cfo =.(m+?)£ [1 - §_— (2n+1 n+ka

T o
/ (e sm ) / zn(f)_l EZn(i_

sin *+ ) é

W ) 27;‘05 a ( 1)m+1 %: ( 1)11 (ka)2n+1
=0 (2n+1) [ {n-m+3) T(n+m+-—-)

E ( 2
/_2%_{ g»,d_j. > (zne) Zomey 122) |
n::

m
Z‘ n+1 ,%.2n+ 1 ; ( 2m--2n z ! (m+n+1 2n+1
T n—O m+1 (4n+ é 2m+n ")}y.;‘ i%“)““wr 7

‘Tiermede is W uitdrukbaar in elndige reeks ven Bessel en Struve funeties

0
waarin E functie van Teber.
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Bixgjs verder de asymptotische formule

lE L (5) - m N, .. (22) -
- 2m+2\ 2 1 | 2n+1

$ af V- gy G (o) BB -
0 -

- g_[#'g_ , (m+1)(2m+3) | (2m-1)(2m#+1) (Pme3) (2med) . ;] .

T 2z 3(2z)3 5(22)B

e
{)Onderzoek dergelijke problemen voor

| Nl 2
V(U‘,}Zo) = (1~po-:-§— ) (1=q —%— ) (pya £0)
a E
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§ 16. Maxwell--vergeliikingen.

Cnze vergelijkingen zullen in Gausgs—eenheden worden geschreven..
7ij beperken ons tot stromen enM%adingen in vacuum (€==P'= 4 ).. Ladings~-
dichtheid ?‘en gtroomdichtheid J'zijn “willekeurige" functies van plaats

en tijd,’ zodanig dat aan de wet van behoud van lading is voldaan (conti-
nuiteits~vergelijking)

7 e
'dlv-f + 5= Q. (1)

- 3
Het electromagnetische veld f?, # van deze ladingen en stromen voldoet

aan het systeem parti€le differentiasalvergelijkingen

div A = 0 (2)
= L 0F

rot CL_ + = 3% = 0 (3)
..”?' " J

dive = 47 ¢ (4)
—_n — -
‘in‘ 1 ’(\}‘: 4_}7

rovof - 145 = 4L T . (5)

waarin c¢ de lichtsnelheid voorstelt. De grootheden J’en ¢ zijn alleen
van nul verschillend in een eindig gebied rondom de corsprong (voor al-
le tijden). Verder voldoend vaak differentieerbaar.

§ 17, IFlectremagnetische potentialen.
- 7ij gaan Formules afleiden, die ons in staat stellen het veld va
gegeven stromen en ladingen te bepalen. Heuristisch gaat het aldus:
Probeer een vector  te vindem zodanig dat

Fovor Ao ©

Dan is aan (2) automatisch voldaan. Substitueer dan (6) in (3).
Dit geeft

he,
t'/]? 12840 4.
ro + 5 9= 0-
Probeer dus een scalar ?’temyinden gzodanig dat

> 7
€ - graa -1 57 (n



-y
Als het nu gelukt om de hulpgrootheden Cpen A uit de bronnen f?en ¢ te
bepalen, zijn wi,; klaar.
Substitueer (7) in (4). Dit geeft:

N M
4m¢ = div £ = - aiv grad ?J- div ( -—T;E—z

1 ~3
=-4¢ - M%f div. #

Een kleine vervorming geeft:

. 2{‘;» -
1227 o 12 [y, B, 12e]
A@..?ﬂg.~~4./f"fmcat div +-6*:§-;t:3. (8)
Substituzer vewrder (5) in (5). Dit geeft:
-3 -~ v} -
U N 127 R
rot o rot /i "'oTtigr“d?+ ”“T:.{-— o J
of ook e
7 J2n
gred éiv 7 - rot rot M- -~ 2‘“‘5‘ = - iﬁﬂ?*f grad filv . ?‘ﬂ .
c,«, )t‘_ o C {)2:

No isg de vector operator "grad div - rot rot" gfli,jk azn A\, mits we
alles in rechthoekige codrdinaten doen. Ius A A zij een vector met com—
ponenten A4 :’4},, f-’y ﬁf‘? . Dan geldt:

o e

AT - ;:_' 5?;»:;- = 4'/"74- gradl:dlv 2 . %%—2] (9)
- e

et is duicdelijk, dat [; en “P eenduidig het wveld & ' 4 bepalen. Het omge-

keerde geldt niet. Uij kunnen bij Fde gradlént van een willekeurige

scalar opitellen zonder dat ¢d verandert. <9 verandert dan wel, maar de

laatste versndering kan worden geneutraliseerd dcor bij een geschikte

functie op te tellen, en een veranderln'f van ¢ heeft op # geen invloed.

Anders gezegd: de _rotatie van F?:Ls reeds vastzelegd door
maar de divergentie wvan /? kunnen wij nog kiezen. Een der vele mogall,}ku
heden is {e wvolgendes

div 7:;+ %%—% = 0, (10)

In dit geval reduceren (8) en (8) zich tot

. 22
Ay -»—%é-ﬁ;:- 4rp (11)
e 0t
- 02p 4m
gn..g?a?z-ﬁ?‘j. (12)

Dit zijn in totaal vier inhomogene scolaire golfvergelijkingen.

Tij kunnen gemakkelijk een particuliere oplossing van het systeem
(11, 12) aangeven. Als de term “32/;)“1722 in (11) afwezig is, krijgt men
de potentiaalvergelijking :

A @- -yl
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waarvan de slgemene oplossing is

I

¢ 81 spegas o (PR

afgezien wan een additieve functie, die oplossing is van de homogene
vergelijking A% = O.
Evenzo heeft men de bekende “geretardeerde" oplossing

Cf(x,y,z t) —*J{/J 4‘7(; 07 ks t""‘ did/}}d}

2

van vergelijking {11) als wel de term..bg/ﬁ)t aanwezig is. De physische
interpretatie van deze +“on:'zmle— is duldellgk. De bijdrage van de ladings-—
dichtheid ¢ ter plaatse 5 » w} en op tijd t uit zich op de plaats
X,¥,% pvas over een tijd t- % ; % is de tijd nodig veor het licht om
een signaal over te brongen over de afstand r.
Tij vermoecen dus, dat de physische oplossing van ons probleem
— uit gegeven stromen en lading het veld te berekenen - gegeven wordt

door de verﬂel“jmlngan
—>

oK
o ' l__.....
£ = rov P f__gradff’ s 3%
met [/
o ; 1c§
({ _ j hgaxf (13)
=~ L TE
1 | Ld : :
f7 =-é- §ommm— d\'.' (14)
Hierin geeft f ?retardatie aan.

18. Consistentic-bawiis.

' De wijze wuarcep (13) en (14) verkregen zijn, is alleen heuris-
tisch. Vel is het eenvoudig in te zien, dat de door (13) en (14) gede~
finieerde potentialen aan de overeenkomstige golfvergelijkingen (11,12)
voldoen. In gewoonlijk kan men in een goed leerboek over het electromag-
netisch veld een bewijs hiervan vinden. Er wordt echter meestal verge-
ten, dat men hiermcle nog niet klaar is. Immers, er moet nog worden be-
wezen, dat de gedefinieerde potentialen (13, 14) bovendien de nevenvoor-

1-&
wad, 1 D

div A + “';$¥ =

waarde

vervullen. Dit lukt met bekende elgenschappen uit de vectorurekenlng.
Er geldt:

div ( q:x‘g = @div P+ a.grad?b .
Des AN anl

i ,dlvx Tkt divX‘;JJ+£jT}. gradx

7 -3 o3
divé,-‘:«fj— = divg if]+ L\TJ gra&;

His RBis

x
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waarbij de indices x en gaanduiden, dat gedifferentieerd wordt naar de
coSrdinaten van het veldpunt x,y,z, respectievelijk van het integratie-
punt gs 7 § Optellen en toepassen van

grad_ ( ) = - gradg (?E)

geeft e Wi R
div, ng + divi S—I-;?-} = % divxi'J]-b % aiv§ [JJ (15)

Verder geldt voor iedere vector -

3J

r ' 1
giv T (x,y,2,t- =) =»{div J(x,7,2,T) - T 3¢ &ved r}-r =t- £

of in de L‘}-—sohrijfwijze q
.—,_hl
div fdlv J - —c— --—-—;c- grad rj

Dit resultaat passen wij toe op dlv em divg « Optellen geeft dan
e e
div LJJ+ div LTJ [dlvxlf+ d1v§ Jf.

Dit gecombineerd met (15) geeft

div L j -1-1:-] = 1 Ldivx + le ‘;7 -% Ehv )
e

r r

\\.V\

omdat de niet-geretardeerde vector J alleen van f,'? ,5 afhangt,
Integreer nu over de hele ruimte:

- -3
Fd ~
div L:L«] av +/ dlvzg—{'—{* av = Elv J']dV

5
Bij de eerste integraal kan men dlv buiten het integraalteken brengen.
pDe tweede integresal geeft, omg evormd met de stelling van Gauss, de uit-
komst nul, omdat in hzt onelndlge de stroom overal nul is. Er komt dus

divX ' f ( [dlv J}V.

Di¥ resultaat is gﬂmak‘«:ellwk te onthouden: De operator “divergentie"

~—

werkende op de integraal 1\71
av (16)

met betrekking tot de veldpunt—-codrdinaten kan door het integraalteken
en de retardatiechaken geschreven worden, waarbij de factor % als con-
stante wordt beschouwd en daamna de divergentie genomen wordt met be-
trckung tot de integratiecodrdinaten.

zelfde regel geldt ook voor de operator D/ 2t, en wel op veel

eenvoudlger wijze. Inderdaad is de volgende relatie bijna triviaal:

(17)
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Optelling van (16) en (17) geeft, met de definities (13) en (14},
a1y AL 126 1 [evd + 5% -
W ArTIT S T ’

Het rechterlid is nul, vanwege de continuiteits—vergelijking (1). Dus
is bewezen, dat bij de definities (13) en (14) aan de bijvoorwaarde

diV’ﬁ&+ %-;QEL =0 (18)

wordt wvoldaan.

Om eerlijk te zijn, moeten wij opmerken, dat het veld 5’ éﬁ”
gedefinieerd door (6,7,13, 14) slechts een particuliere oplossing van
Maxwell's vergelijkingen is. Tanneer we overal t - % door t + =

c
krijgen we een veld uit "geavanceerde” potentialen. Bovendien kunnen

wij er een willekeurige oplossing van de homogene Maxwell-vergelijkingen
-~

optellen (=T = 0). Op grond van physische overwegingen is het duide-

1ijk, dat de hier gegeven particuliere oplossing meteen de oplossing is.

§ 19. Monochromatische straling,

Het feit, dat men wel eens over het hoofd zag, gat de nevenvoor-
waarde (18) eassentifel is, en bovendien berust op de continuiteitsver—
gelijking, uitte zich soms in allerlei moeilijkheden en paradoxen. Neem
maar eens het hyvothetische geval, dat de stroom in een dunne redhte

draad vlo¢iﬁ4§n overal even groot is op het segment -1 £z g 1,

x =y =03 Jiz dus een vector van constante grootheld in de z-richting,
L. 3

voor -1 € z < 1° f': O desarbuiten. Dan ig hier /Qeen vector met alleen

¥

i
een z~components:

]
‘ A z " %_,C» [égz a

waarin lrde constante grootheid vgorsgelt. Uit de continuiteitsvergelij-
king zou men ve:rmoeden, dat div Vo= 5—»—-I = 0 is, en dus @ FO0. Als
men dan het veld ultrekent, blijkt niet aan de Maxwell vergelijkingen

te zijn voldean. Hoe komt dit? Natuurlijk is .¢~T # 0, maar omdat

I = “‘""’"é}i +"_1°"---...

volgt ,DI.
K L \

Men moet dus de delta-functies aan de uiteinden in acht nemen. Physisch
wil dit zeggen dat, als de stroom aan de uiteinden van nul verschillend
is, er puntladingen aanwezig zijn. Dit geeft wel een scalaire petenti-
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aal QD . Deze moeilijkheden doen zich voor als men zich beperkt tot
zuiver-hermonische verschijnselen met tijdfactor e"mt. Dan is

equivalent met
== :
div =1 = P,

zodatgo kan worden gefliminc.rd.
In dit geval is

rediR , eikr
= = e — av (19)
en het veld bepaald door
. —, i,

K = rot P (20)

— -l
) - ik E= XA s grad dlvﬁ (21)

L 9

waarin k = e *-5?: en rxde golflengte in de vrije ruimte. In deze for-
d

mules zijn de “drukletters" onafhankelijk van de tijd. De factor

e"‘wt is ove al stilzwijgend toe te voegen, zodat b.v.
..

- /’:Z( ﬁe“i(m\[{_
met /@ Z/fz refle deler van { f.
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MATHEMATISCH CENTRUM,
2de Boerhaavestr. 40,
Amsterdam-0,

R T e P

Colloquium
Mathematische problemen ult de practijk.
door Dr C.J.Bouwkamp.

Stralingstheorle
‘gv?

§ 20, Electrische dipool.

Een electrische dipool kan physisch op verschillende manieren wor-
den benaderd. Biljv. deor een harmonisch trillende puntlading. Of ook,
twee bolletjes op korte afstandvan elkaar met oscillerende lading en
vonk. Uit het gezichtspunt van antenne-theorie kunnen wij het beste een
electrische dipocl opvatten als het grensgeval van een lineaire antenne,
kort t.o.v. de golflengte, met uniforme stroomverdeling. Het product

'stroomsterkte maal lengte 1s het moment van de dipool. Niet te verwarren
met het gewone begrip dipocolmoment (gelijk aan lading maal afstand).
Een electrische dipcol in de sntenne-thecrie is bepaald door zijn moment
M, een vector. Ondanks het academische karakter van deze antenne speelt
ze een overwegende reol in theorie en practijk. Het is een geliefd model
als bron van radiogolven., Het is een veldsingulariteit van het allereen-
voudigste type.

§ 21. Veld van electrische dipool.

Neem I in positieve z-richting in de ocormprong. Dan heeft de vector-
potentiaal A faar éen component. We nemen als tijdfactor exp(+ jwt).
Dan is, als (Ml = M,

SN (1)
c r
waarin r de afstand tussen veldpunt en ocorsprong is. Voer in ruimte-
1i jke poolcoSrdinaten r,:?ypb. Dan is

Ar=%—cosﬂ < ikr
De uitdrukking voor rot E in poolcodrdinaten zijn wel bekend. Het mag-
neetveld blijkt alleen een.ﬂ)—component te hebben

Az =

~jkr
s A,\'):—%zsinﬂer ,A},:O (23 .

12 oA
Hy = F{5ray ) - 555
zodat
- Jjkr ‘
H?,-;lfé‘ﬂsinf)er {1+3—;§;§ (3)

- -l T—— P
Het electrische veld kunnen wij eenvoudig uit JkE = curl H-(4 "' /e)I be-
ey
palen. Buiten de oorsprong is toch I = 0. Dan volgt ?@;: 0,

v N

1 2 1 2 ;
EID = - T‘&?ﬁ (rH/q))’ EI‘ = mr (Sin ﬁ TR
D /

Invullen en uitwerken geeft:
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- Jkr
- 2JkM e ) * 1
Ep ¢ ¢os r { Jkr * (Jkr)g S (%)
- Jkr
_ JkM e 1 g
Ey = '15“ sind r \§3+ o T (jkr)z { (5)

Ziehier de volledige uitdrukkingen van het electromagnetische veld van
een electrische Hertzse dipocol.
Voor kleine afstanden r gelden de benaderingen
~

by, % _rg_,si:hﬁ’ B, = %coiAﬁJ E&_J%si:ﬂ (6)
In de buurt van de dipecol volgt het magnetisch veld dus overeenkomstig
de wet van Biot en Savart; stroomelement Il = M. Het electrische veld is
hier gelljk aan het statische veld van een gewone electrische dipool met
dipoolmoment M/jw . De naam electrische dipool van Hertz komt veert ult
het feit dat het electrische veld overweegt voor r-» 0. Merk op dat er
een phaseverschil van 900 is tussen E en H.
Voor het veld op grote afstand vinden wij

Hy ~ By = J%—gsinﬁigi (7)

De Poynting vector is radiaal gericht. Het veld in de golfzfne heeft het
karakter van een vlakke golf. In de golfzbne zijn E en H in phase, onder-
ling loodrecht, en loodrecht op de voorstraal; althans in de benadering
O(r"l). In het overgangsgebied r -» 0 tot r-» o vermindert het phasever-
schil van7772 tot 0. De phasesnelheid, als dit begrip zin heeft;, van E
en H 1s dus niet gelijk aan ¢, de lichtsnelheid.

Het elementaire voorbeeld van de electrische Hertzse dipoocl laat
dus al duidelijk zien dat in de buurt van de antenne phaseverschillen en
afstanden weinig met elkaar te doen hebben. In de golfzbne (r—»c3 is er
stricte evenredigheid. Deze eigenschap wordt wel eens over het hoofd ge-
zien bij gekoppelde antennes.

§ 22. Energiestraling.

Het tijdgemiddelde van de Poynting vector is

5= REG REST - g% (2 s1n%

De door de dipool per tijdseenheid uitgezonden energie (power) is dus
m

2 2 kQMef 39
P=1lim r sing a9 J d g = 5z ) sin a9
-y O § y ¢ )

of wel e

p _ koW
T3¢ |
Men is in de techniek gewcon, de dipcol te vervangen door een equivalente
ohmse weerstand bij de stroomsterkte I = M/1, waar 1 lengte van de dipool
is, Voor zo'n weastand geldt P = %RIQ. Derhalve 1s de "stralingsweerstand"

van de dipoocl



}

- 4o o
_ 2P _ 2k°1% _ R (42 (8)
- I2 L T3¢ A
waarin A de golflengte 1is.
Een andere nuttige formule geeft het verband tussen de amplitude van het

R

veld in de golfzbne en de power:
op ‘3
b .
Gebruikt men geen Gauss-eenheden, maar practische eenheden (volt,
ampere, coulomb, ohm), dan is

w
E = 592%1_; sind ej(wt"kr?)g (10)

met Ey in volt/meter; I in ampére;'A,r en 1 in meter.
Verder

1R
= AL J(Wt-kr+ )
Hg) = 5%F sin9 e 2 (11)

in ampére/meter. Deze formules gelden in de golfzbne.
Voor de stralingsweerstand in ohms geldt

(1)2

Iy (12)

R = 80TI2()% oy 790

Ook geldt in praktische eenheden

|Es| = 2VI0F o1 9 (1%)

E in volt/meter; P in watt:; r in meter. Voor vele doeleinden is ook

nuttig de formule | e
300 y P
km

mV/m = millivolt per meter, km = kilometer; kW = kilowatt.

{ 23. Halve-golf antenne.

Voor de practijk van belang is een antenne bestaande uit een lange
maar dunne cylindrische draad, die in het midden gevoed wordt. ZiJj 21 de
lengte. De stroomverdeling langs de draad is dan in goede benadering

(&) = I, sin(kl-k [g]) 15l €1
De vector potentiaal heef& alleen een component in de z-richting:
I -jkr
= 2 i - £
A = S sin(kl-k |g|) . ag
-¢

Dit is een functie van z en ? (cylindercotrdinaten). Het veld is te vin-
den uit
JA,

ERE T
KB = k21 + 9Oz
2

| 32
JEQ =573

HZ”:H?:E}’:O‘



In spherische co¥rdinaten:

Ar=AZ cosfa,Aﬁ =—Azsinﬁ ,A};-:O
Op grote afstand van de antenne geldt:
ke 9
AL EQ g-r US sin(x—!t\)eJt cos dt

-X

2T 1/)\
De integraal is elementair:

2L, cos(x cosr3 ) - cos X e - Jkr
Z ke Sin?/g) r

De overeenkomstige formules voor het veld zijn

met x =

A

251 9 -Jjkr
o cos(x cos~ ) -cos x e
Hﬂ)‘* Eo= —3 sin g r
Vector van Poynting:
5. .C ‘E3\2 'Io‘2 [cos(x cosﬁ)—cos x'\z
h QTTcr sin -~

.

n

P = l}w 5 Lcos(x cos 9 ) - cos x]E 23
O

TCe power wordt:

gin )

De integraal is gelljk aan
F(x) = c(2x) + [%S(#x) - S(Ex)] sin 2x

+ [C(zx) - -};C(&x)]cos 2%

waarin X
S 1- gos t at

il

C(x)

o
X

S(x) = 5 s1nE gt
o

Stralingsweerstand (in ohms) is

R= -0 F(x) 0 <xX£

sin‘ X

uE

Voor halve-golf antenne x = n72.
Dan R = 73 ohm. In dit geval geldt ook

314 V cos( 5 cos 9 ) mV

rm sin 9

‘Eﬁ\ =

& 24, Buiging.

De stralingsformules, waaruit het veld bij gegeven stromen kan wor-
den bepaald, leiden ook gemakkelijk tot het volgende resultaat:

Bij bulging van een willekeurig invallende elentromagnetdsche golf aan
een vlak oneindig goed geleidendscherm, is het tangenti®le magneetveld
in de opening ongestoord! Toepassing van het Kichhoff-principe geeft zeer
goede resultaten, zelfs als de opening en de golflengte van dezelfde orde

van grootte zijn.
Einde.
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MATHEMATISCH CENTRUL,
2de Boerhaavestr. 49
Amsterdan (05,

Colloquium

Mathematische problemen uit de practijk,

door Dr H.A, Lauwerier,

Cvbernetica.
I

Inleiding.

Cybernetica beschouwt de problemen welke optreden bij het besturen
van mechanismen en processen, Voorbeelden zijn:
1) Thermostaat,
2) Niveauregeling bij toiletstortbak
'3) Besturing van schip d.,m.v. roer, fiets,
4) Imchtdoelgeschut,
Meer ingewikkelde voorbeelden zijn te vinden in de physiologie:
1) Stabilisetie van lichasmstemperatuur.
2) Stabilisatie van de rechtopstaande houding van de mens.
3) Besturing van grijpbeweging.

of in de economie,

4) Stabilisatie van marktevenwicht,
Hier zullen we ons in het bijjzonder bezighouden met het onderzoek van
servomechanismen (S,M) en automatische regelingen (A.R.)
Servomechanismen dienen om automatisch de een of andere grootheid in een
systeem zo nauwkeurig mogelijk de veranderingen van een andere grootheid
te laten volgen.

Automatische Regelingen.dienen om automatisch de een of andere grootheid
in een systeem constant te houden.

2, In de practijk wordt vaak gebruik gemaakt van blokschema's waarbij
elkens verschillende elementen tot een z.g. kastje verenigd worden dat
een zekere karakteristiek bezit
input Output
- — =

F(%) L N(F(t))

fig., 1
Aan een dergelijk kastje onderscheidt men de binnenkomende informatie,
de input, welke doorgaans een tijdfunctie F(t) is, en een uittredende
‘getransformeerde informatie JI%?(t)} , de output, ‘
In alle hieronder volgende beschouwingen onderstellen we steeds met
lineaire systemen te maken te hebben, We beschouwen dan slechts lineaire
operatorent

AL (P o+ 98> aqﬂ F + p.ﬂ.ga
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Dit betekent, dat we van het superpositiebeginsel gebruik kunnen maken,
Beschouw b.v. eens de responsie van een dergelijk kastje op de input
F(t) = U(t) (=0 tdo
= 1 t >0
en laat de output gelijk zijn asan G(t) = R(t), dan kean hieruit afgeleid
worden hoe het kastje reageert op een willekeurige input F(t):
Denk F(%) benaderd door een trapjes~-
curve met treden van de breedte 4 & .
fig 2 Hiervoor kunnen we schrijven
5 F(0){U(1-0)-U(+-0-00)} .
De responsie is
b eta0 < F(G){R(t-'(-?)-l?.(m@-aﬂ) of
in eerste benadering %-% S F(O)R(t-0)cO .

Iimietovergang A® - O geeft dus de responsie
Jeo

& [ se)r-0)0.
~o9
Een nog eenvoudiger uitdrukking kunnen we verkrijgen met toepassing van

de Pirac functie S (+) die een stoot op t = O met intensiteit 1 voorstelt,
Formeel kunnen we & (t) als de afgeleide van de unit functie U(%) be-
schouwen., Is nu de responsie van het kastje op een 5 (t) functie gelijk
aan X(t) dan is weer t.,g.v. het superpositiebeginsel X(t) ook de afgeleide
van R(%) dus wordt de {*Ssponsie op een willekeurige input F(t) nu gelijk

aan
F(O)x(x-£)a0
~o®
Rechtstreeks volgt dit weer uit het feit dat de trapjescurve welke tot

f(t) nadert als 2 (O )(S(t-— ©)A® geschreven kan worden.
Schema,

(%)

W\ AAS\Y

input output

S (1) X(6)

U(t) R(t) =<’§ x(0)ab

P(t) 6(t) = { F(0)X(t-9)ad =
-8

o+ ot
- %E.i F(O)R(t-0)al .

X Fy+ AR, Ay Gyt Ky
aF a6
at at
t -

{ ®(8)ae [ el &ed.
-o0 -

Belangrijk is de responsie op een sinusvormige input, Beschouw b.v. de
input ae” iy wearvan alleen het retle deel physische betekenis heeft,
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De output wordt a | ei®? X(@)aoe , e TP
d.w,z, precies hetzelfde reriodieke verschijnsel, maar met een andere

(complexe) amplitude. \Pad
Te amplitudetransformatie x( W) = j eiWO X(0)e@ (1)
-l

is de¢ bekende Fourier transformatie welke ook verderop een belangri jke
rol zal spelen, In het algemecn is x{(W) gemakkelijker te vinden dan
X(t) b.v, wanneer het te onderzoeken systeem door lineaire differentiaal-
vergelijkingen gekarakteriseerd is, Uit x(&0) kunnen we X(t) a.r, terug-
o
vinden .
=1 -iwt
X(t) = E-I-I'—f 3] x{w)dw (2)

-d
waarbij de integratie heel vask met behulp van de residustelling uitge-

voerd kan worden.,
Is F(t) eecn willekeurige inputfunctie, dan kunnen we F(t) in sinus-
componenten ontwikkelen

{ F(t) = 2‘1,7—“ f e” T W rw)aw
s
flw) = j et W p(t)at.

e
De component glw e” Q}tf(éu)dbu geeft de responsie g%re~lL0tf(cu)x(uJ)dtu

zodat de totale responsie ook als
rou
1 ~-iwt
517_{, €

Mathematisch betekent dit nict anders dan dat de Fourier transform van
+ 00

J F(O)X(t-0)a6 gelijk aen £(W)x(w) is:

-

4 o0 .
F jF(e)x(t..md@ =):‘ F(“t)./FG(t) (3)
o

A°3. Servomechanismen,
J » o -
Het schema van een servomechanisme is in principe

f(Ww)x{ W)dw geschreven kan worden,

)y ]

X () b > G t)

F(4)

-11.EZU fig, 3 ,
Hierbij wordt dus verlangd dat de output G(t) zo getrouw mogelijk de
inputfunctie F(t) volgt. '
Daartoe wordt de output G(t) voortdurend met F(t) vergeleken (terugkop-—
peling) zodat op de servo de aandrijvende kracht & (1) = F(%t)-G(t) werkt,

Uit de figuur volgt
F(t) - L g(t) = g (%)



T
of Mo
F(4) - § £(0)X(+-0)a0 = £ (%) (4)

e
De discussie van (3) kan na op verschillende wijzen geschieden,
19, Beschouw een sinusinput met frequentie W,
2°, Beschouw de Fourier trasform van (4).
3°, Beschouw de Laplace transform van (4),

In verband met het in de vorige paragraaf besprokene komen deze .
methoden in feite op hetzelfde neer,

In de practijk is het prettig om met Laplace transform te werken,
Bij statistische beschouwingen kiezen we bij voorkeur de Fourier trans-
form,

We stellen dus +09
£(s) =ol {F(t) l}: f e~ Stp(v)at (5)
-w -9
C+1 )
F(t) = gms "t r(s)as (6)
C=1n0

Spreken we af dat steeds s'= -~ Wi, dan zijn zowel (1) en (5) als (2)
en (6) identiek.
Toecpassing van laplacetransformatie op (4) geeft i.v.m. (3)

is) - L (). L (X =L (s),

of
LOE) =y £(9) (7)
en ,
g(s) = — 5L (s) , (8)
Uit (8) blijkt, dat het blokschema van een serve vervengen k?n worden
door een aequivalent kastje met transmissie karakteristiek %ﬁ;-s
N x(s) | .
fig. 4

4, De werking van een serve kan proportioneel zijn hetgeen wil zeggen
dat voor de output H(t), verkregen uit een input F(t) op de serve zonde:
terugkoppreling, geldt, dat

AH = x AF
R(%) = of U(%).

X is de proportionaliteitsfactor.

of

Een integrerende werking wil zeggeﬁ
T

AH ﬁfA Fat
0
R(t) = (¢t

Een differentierende werking wil zeggen

il

AH = y3z AT
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Gecombineerd krijgen we

.t
d
AH..(M+?g at + ¥ =z )4 F (9)
Hieruit volgt dat voor de iransmissiekarakteristick geldt
B s
x(s) = of + P b’ (10)
De teruggekoppelde servo heeft de karakteristiek
o
x(s)  _ ﬁ+ Ks + ¥ s° (11)
1+x(s) (3+(1+o()s +6'32

Uit (11) volgen allerlei belangrijke conclusies,
Voor zuiver proportionele actie gaat het rechterlid ven (11) over in Tg'&'

hetgeen wil zeggen dat in fig., 3
o
G(%) = T F(t),

zodat de output nooit geheel gelijk aan F(t) kan worden mear er slechis
principieel van afwijkt.
Toevoeging van een intcgrerende actie geeft

- - - S
ok G(%) = . W)CLZF(‘C):
waaruit volgt, dat de output veranderingen in de input nauwkeuriger
volgt, De responsie op F(t) U(t) is b.v.

?

, T
{1 - c U(t).
1T +4

Vergroting van (3 verbetert dus het prowes,

f'i. Stabiliteit,

- Alleen die servo's zijn bruikbaar voor welke X(t) niet onbepaald
aangroeit, fen ingaande verstoring of verandering mag niet versterkt
worden. Nu moet dus x(s) in het rechterhalfvlak analytisch zijn, en ook

moet de "terugkoppeloperator" _j{ : dit zijn, hetgeen uit de responsie
1 S°+i°o St x(s) ds
201 T+x{g) )

Cc—ix0
volgt.

De functie 1+x(s) mag dus in het rechterhalfvlak geen nulpunten hebben,
Lit onderzoek wordt door Nyquist a,v. verricht,

Hulpstelling, Is w ::99(9) een functie analytisch in en op de gesloten
kromme C met uitzondering van polen binnen C en hecfd jﬂ(s) geen nul-
punten op C, dan beschrijft w een curve C', welke de oorsprong in het
w~vlak zo vaak omcirkelt als het exces van de nulpunten boven de polen
van gf (s) in C bedraagt.




________J__BeWi'S. § dW - §¥9 (B) ds,
’Zﬁ":f 21{:. P (s)

Nyquist kiest nu voor.f>(s) de functie x(s) en voor C de imaginaire as,
eventueel voorzien van singulariteiten omzeilende halve cirkeltjes, Het
aantal malen dat de beeldkromme C' het punt -1 omcirkelt is nu gelijk
aan het aantal nulpunten van x(s)+1 = 0 in het rechterhalfvlak,

In vele gevallen is x(s)+1 = O te schrijven als een gewone algebraische

vergelijking, Hierop kan dan het bekende criterium van Hurwitz toegepast

worden,
Voorbeeld., De in de practijk voorkomende systemen zijn i.h.a. aanmerkelijk

ingewikkelder dan het in 3 gegeven schema,
Lien typisch voorbeeld is

olifferentical m
)
~pr
o. Gy ‘
Wt

4

»

Sqw'g
Kats + M
S

Twee assen worden in hun relatieve positie vergeleken door een differen-
tiaal, Het verschil & bestuurt een servo met proportionele K, differen-
tierende I en integrerende actie N, De servo drijft een last met traag-
heidsmoment J aan, ken demping F vertraagt de output evenredig met de
snelheid €, , De vergelijking van het systeem is

it a° 04 a0,
} K(-*-L-——a-q: Ed‘tn:)——-—-g-—'*-FT-——
»' &l
dus wegens & = @i - QO

273 ., .
Leg -2+ L9,

s23 +s(IﬁF)+K+§

De stabiliteitseis is
K(I+F) > J N,

6‘6 Automatische regelingen,
w

*Su—)
.,-—é—""“@ 7 bl"ccgs% R —

b 4

ragelear i

q tt)
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Bij een in het bovenstaand schema van een geregeld proces wordt door de
regelaar getracht de bedrijfsgrootheid x(t) zo gocd mogelijk constant
(=0) te houden. De regelear wordt door cen verstoring in het proces in
actie gebracht., De regelgrootheid g(t) brengt dan in het bedrijf de
verstoring tegenwerkende wijzigingen aan, waardoor dus in feite weer esen
terugkoppeling gevormd is,
Proces en regelaar worden gekarakteriseerd door hun responsie op een
é -verstoring:

responsie proces X(t)

responsie regelaar -Q(t).
Taat nu een stiring S<t) het bedrijf beinvloeden, De door de gecombineerde
actic van proces + regelaar gevormde bedrijfsvariabele noemen we G(t),
Dan zal dus G(t) een van S,Q en X afhangende functie zijn. Deze wordt
uit het hieronder volgende schema gemakkelijk afgelezen,

S
-‘x‘&is
-8 G ¢
(2]
S(t) = X(t) 2Q(t) «G(t) = G(%) (12)

of na Ilaplace transformatie

of s(t) - x(s)als) L a(t) = of a(4)
L6(1) = rrrayarer LS(9) (13)

De conclusies die uit (13) getrokken kunnen worden zijn analoog als bdij
‘de servo's, Stabiliteit eist weer dat de wortels van
& 1 + x(8)q(s) =0 (14)
in het linkerhalfvlak liggen,

De procesresponsies X(1) kunnen zeer verschillend zijn., We onder-
scheiden de volgende typen——we kiezen de responsie

of

Rx(t) = j X( £)al? van het proces t.0.v. een eenheidsverstelling ven de

regelaar9—~

I, Proces met zelfregulatie Rx(t)-~1
-1
+ n

1) R. =1 - e %1 + 2 4+ Lk )
x - T0 7 27T 7™ Tn=T)71/"

t-t
2) R, = { 1 - exp - ~¥;P E»U(t—tD), proces met wachttijd ti.

II, Procew zonder zelfregulatie Rx(t)u,,CX>.
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-1 )
1) R_= g%1-e“9 1%__0‘ -?-ig 8@,

2) R

il

( t"tD) U( t"t:D) .

De corresponderende laplace transform (x(s) & X(t)) zijn.

X

I , -t,8
1) » 1 2) D 3) ~tys
X(S) = mn » X(S) = -—S-%—F—. X(S) = € -
-~ B8
1T, D
1) x(s) = 1 . 2) x(s) = 2——§—- .

s(s+1)®

Een belangrijke kwestie is hoe we bij een gegeven proces een optimale
regelaar zullen vinden, Daartoe beschouwen we het proecesgedrag bij een
eenheidsverstoring S(t) = U(%).

Uit (13) volgt

1/s
o) = reliars) -

We eilsen nu voor optimale regeling, dat
o

J  ®(t)at = mininesl
5

Volgens de stelling van Parsefal is dit aequivalent met
e
271 G {1+x(s)q(s)

Het linkerlid van (15) kan eenvoudig berekend worden wannecer de integrand
een quotient van polynomen is:

\ 2 ds = minimaal (1%)

1 CHi® a(s) | 2 ds (
7T = = 16)
H G{iao \ S ( s
n n""1 I3
A{s) = s + 8487 4y, + B 2 reéel,
_ n-1 " _
B(s) = s + bys™ '+ ... + b bj reéel, B(sm) =0

Voor (16) kan men Jschrijven (8 ~—s1i)

_1 Jf‘ A(gi)A(~si) ds
2 B(s1)B(~s1) 2
0 s
(intanding bij s=0),.
De polen in het beneden halfvlak zijn s = smi, dus vinden we de uit-

sZmB(—sm)B'(sm)

(17)

een symmetrische vorm in de wortels van B(s) = 0, dus rationasl uitdruk-
baar in de coéfficiénten van A(s) en B(s).

In de practijk neemt men meestal genoegen met proportionele + integrerende
regelaars, dus met q(s) = o + ral
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De co&fficiénten o, @ moeten dan uit het minimum probleem bepaald worden,

Voorbeeld
Proces 1’3 geeft voor n=3 de conditie

6
- 2:. f (§+1) »|ds = minimun.
1 {s(s+1) + s+ (3}

Uit (17) volgt (na moeizaam rekenen) »
M=2-k+ 98 + 6Bk - 3 , ko= of 41,

2 p(%k -~ k° - 9p)
Stabiliteit eist ok y 32 + 98
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MATISCH CENTRUM,
ocrhaavestr. 49,

Colloquium

Mathematische problemen uit de practiijk

door Dr H.A. Lauweriecr.

Cybernetica
IT en III

Fourier-transformatiec.

In de onderstaande twee stellingen vatten we
schappen van de P-transformatic samcn, welke we
wingen nodig zullocn hebben.

S f(x)€:L2 dan %uldt voor

g(x) = lim X/ f(y)cixydy,

=L, ¢n -
0 0
Z?-“{g \g(x)[2dx = ‘&({f(x)lgdx
A

f(x) = lin Elr /lg(y)oulxde~
i A

—

ling van Planchcerel
s g1(x) = Ff1(x) cn gz(x) = Ffz(x), dan is

o0 W
Jrf1(X)féZX5dX = 5%7 \[‘g1(X)€2ZXSdX,
-0 - 0O

100 00
;é: T (x)f,(-x)ax = ?%f" %g g1(x)g2(x)dx7,

=

oo o9}
ixy A ’
&égb f1(x)f2(x)dx = 5 ié3g1(x)g2(y—x)dx,
o0 Q0
' = ~ixy
;é:f1(x>f2(y~x)dx = 5> ,é£° g4(y)g,(y)ay.

Cozrclaticfunctics.

d¢ voornaamste
bij d¢ latcere be-

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.6)

(1.7)

Laat F(t) eovn redlc of complexe tijdfunctie zijn, wilke zich
het gehele interval —oo ® t < +o0 uitstrekt. Ve ste¢llen ons voor,
et gedetailleerde gedrag van F(t) te weinig overzichtelijk is. Om
ch wat van F(t) te kunnen vertellen, beschouwen we enkele statis-

e grootheden, welke met F(t) in verband gtaan:
T

[#(9)] 4 = lin ‘_'Tf () at

gemiddelde waarde van P(%).
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T
2 l 2 i 1
s = F(t)? = 1lim -»«f F(4)F(E)at (2.1)
& AV T 05 2T i
is het kwadratisch gemlddelde van F(%).
c (%) = lim F(++O)F(r)ae (2.2)
fa®) = 1in 31 [ 2

is de aan F(+t) toegevoegde autocorrelatiefunctie.
Tijdfuncties, waarvan dezc statistische eigenschapven onafhanke-- -

1lijk zijn van de keuze van het begintijdstip t = O heten stationnairc

tijdreckscn. Dow.z. T

/qjmw(t) = 1i "211'\ f P(t.l'f']‘)Fz t2+T)d

m
y T —%0 T (2.3)
"Lmet ty- T, = T
¥e merken op, dat (FFF(O) - ¢ % en ¢3FFl—t5 = CéFF(t>‘
"' e beperken ons hier tot die stationnaire tijdreeksen, waarvan de

gemiddelde waarde nul is, en waarvan de autocorrelatiefunctie voor elke
t bestaat.

Voorbeelden.
ity + ioet
a) F(t) = Ase L Age “2 ,
. iw, € ikt
qFF(t) = gA1{Ze Ty 1A2f2e “ .
b { 2 2
Cpp(0) = {a,[% + {a] 2.
) (%) €1, (1) = 0.
: i

.2
a) F(t) = e'" Frpte) ={ 1

Uit deze voorbeelden blijkt, dat de autocorrelatiefunctie slechts
de amplitudeinformatie van F(%) overneemt, maar de faseinformatie van F(%)
verwgarloost. Het is dus duidelijk, dat F(t) niet uit anF(t) teruggevon-—
den kan worden.

ot o
g
OO

Ecn belangrijke eigenschap van ?TFF(t) is

1) | @ am(®) | <Fe0) (2.4)
2) Is %FFF(t) continu in t = 0, dan is ?ﬁ pplt) overal continu.
Deaiis
’ .7 ; | 7
1) T]:-:;Igo“f Tf F(44+0)P Zfsdtﬁ lj.:él)( )2 _ﬂ[ iF(’Hr)fedT Jrf XF(T)\26‘=

=§2.(0).
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T
kfc’g(“c) - (FFF“’)\Z = Jim (‘él;g)i_.fTZF(t+T+£) - F(t+z')fj~“('-§)“dzz f{

T T

< Lm (52 J{F(mr-;) i, F(t+'£)( 2 ar [[#(0)]° ar-

-

7
Pes(0) it 37 ﬂF(“‘iﬂ)z +(F(t+f)/2 - P(b+=E) TR +
ir

>

F(ﬂnfﬁ?(tﬂ)}ﬂ =
- @FF(O) {2 '/I;FF(CU - @ (=& - PFF({“)f—Q 0 voor §-—30.

Naast dc autocorrclatic van cuen functic kunnen we ook de kruiscorrclatic
van twee functics F(t) en G(t) buschouwen
T

® R T R , _
Prglt) = im o PR LGS | (2:5)
CPFg onggF bchoeven niet gelijk te zijng C%;F(t) = qug(—t), Station-

naire tijdrocksen waarvoor dc kruiscorrelatie nul zijn, hceten onafhanke-
lijks

—

§ 3. Het spcctrum.
Bij clke Fouriercomponcnt Ae"IEW van ecn stationnaire tijdrocks
bechoort cen “cnergic" (Alz. In het cnergie-frequentie diagram levert dit -

op d¢ plaat §u cen Diracfunctic van de intensiteit \AKZ; De tijdrecks
n i §

‘%:Ak & levert aldus con lijnonspectrum met totale intensiteit

n G’
.TSWAQ €. Onze taak is het dus om P(t) in zijn Fouriercomponcnten to ont—
‘%ndun (¢3)

r(t) = ) oMt s(w)d,
)

zodat uit \f@d)iz het spectrum kan worden afgeleid. I.W.a. bestaat f£lo)
nict, omdat F(t) niet tot L, bchocft te behoren.
Echter beschouwen we nu‘? FF(t) welke de volledige cncrgicinfor-

matie levert. Het spectrum is nu zonder meer de F-transform van de auto-
correlaticfunctie

00
<jj () = 5%; f* g Wt quF(t)dt. (3.1)
-0

Om van het lijnenbestanddecl af te zijn, kunnen we i.p.vs (3.1) ook a
priori het gcintegreerde spectrum beschouwen:

(0] .
Py _ 1 K 1 - e"lt‘fb
() = T :éo e QQFF(t)dt. (3.2)

Deze formule vormt bij Wiener het uitgangspunt van gijn beschouwingen.
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§ 4. Lincaire operatoren.

Een lincairc: operator kan bupaald worden door zijn responsie
X(t) op cun deltafunctic i‘(t). Hot is duidclijk, dat in de hier beschouwde

fysische systemen X(t) = O voor t < 0. De responsie G(t) op een input
F(t) is t

G(t) = fm P(r)x(t-—r)dr=f}@(t-r)x(tmt (4.1)
Voor de Fouriertransforﬁf

x(e) = f 1% x(1)at, | (4.2)
enz. geldt volgens (1.7)

glew) = £(¢ Ixlw ). (4.3)
Als P(t) :e{mﬁisvdgwm(4d)

G(t) e*iwtx(cw).
a'g.:.’%{[es-n schrijft vaak =x(w) = exp{A(tv) - iB(w) , waarbij A(w) de “"gain"
geeft en B( w) de faseverschuiving.
Een lineaire operator is dus vol edig gekenmerkdy door de functie
x(tv ), welke volgens (4.2) in het bovenvlak Im ¢/ >0 analytisch is.
In sommige gevallen is X(t) geen functie in eigenlijke zin, ter-
wijl toeh x(w,) bestaat. In feite zorgen we, dat formule (4.3) steeds
geldig blijft.

Een typisch voorbeeld is de differentieeroperator
-4
G(t) = g3 F(¥),

X(t) = o1 (%),
x{) = -wi, Im ¢>0.

il

11

"

"3 5. Probleem van Wiener.

T Ceseven is een stationnaire tijdfunctie F(t). Gevraagd wordt een
optimale operator X(t) te vinden, welke slechts op het verleden van
P(t) werkt zodanig, dat de responsie G(t) een zo goed mogelijke benade

vormt van F(t+e( ) ( x >0).

Dit is dus een voorspellingsoperator.
Zo goed mogelijk wil zeg%en

minimum. (5.1)

i

lim -éi,f / KG(t) - P(t+x ){2 at
T = -7

Voor (5.1) schrijven we
T

i

@ ©
lim o 4\@(«%«) - [ F(s-2xE)aT ¥ ot =F (0)-2Re [H(dsITTFar +

- o] Q

T ® ®
+ 1lim “2—1@,( at ! F(t»a‘)X(m)aa‘/ Flt-0)X(L)dl =
0

ITsm "=

- oo o0 @
=P(Q) - 2Re [Qla+DETTAC+ [ foE-0)X(AXETara T, (5.2)
e] c 0
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De uitdrukking (5.2) moet nu minimaal gemaakt worden. Daartoe passen we
een variatieprincipe toe. Stel

X(7)~2 X(T) + ¥ Jx(e)
en differentieer naar § en laat ¢-0. We vinden

(0o o
# - ‘\
f[@@(m - | T-axe) dﬁjux(r)d T=0
0 o
Dit leidt tot @
¥ (A+) = é@’z.,“(t..f-’)x(c“)dc:‘
t >0, '
waaruit dus X(t) bepaald moet worden.

Het rechterlid van (5.3) is geen volledige convolutie, zodat toe-
passing van Fourier-transformatie zonder meer tot niets leidt.

(5.3)

Het kunst;;e
» f 9{ (8) ¥ ,(+-0) a6, (5.4)
met gj(t) =0 t >0,
en Q/?_(t) =0 t < 0.

is een goede remedie. Substitutie in (5.3) geeft

(o f Fh [,
3 2 ( = t ) -"“—- ‘;'l i .T. »
4 L (0) et 0)a6 A [(B) O/ S(t= 0= £)X(Na (5.5)

Aan (5.5) is voldaan, LOdrd

/ ;Z (K+s) = f (7/(S~'17X(4")d"

g = t- 6 >\.«.
Toepassing van F—transformatie geeft nu

® . se] oo
? / elws%g(oﬁ%s}ds = 5'/ X(f”)dfd/ 91“3/.2(5._@@3:,

o]

(5.6)

dus fo¢}

o ) o ' Ly
/ ™S é‘%(»ﬂs)ds = /ela’(X(ﬂda‘é elc"(s"")gj(s-ﬂds,

6

x(w) = - f 1WS§Z(G’+s)ds (5.7,

(«

of

waarmee de voorspelllngsoperator dus bekend is.
Alles berust nu op de mogelijkheid van (5.4). Fourier-tramsforma-

tie geeft QL;((A;) = %1(5()) %2(5,,,). (5.8)
Men heeft ‘
>Z2<w> - fe“u*"i“‘)é(t)dt, (5.9)

(o = u+vi
zodat k'2( ) voor v >0 blijkbaar een(j)egrensde analytische functie is.
Omgekeerd zijn deze eigenschappen van '2((.0) voldoende, opdat }(z(t)
voor negatieve t nul is. Analoge eigenschappen gelden voor 1(w) voaQr
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voor In/«~& O.
Men heeft (}4(11) >0. Gezocht wordt nu een ontbinding

C Fw = Fw %,

waarbij <7/’“1(11+vi) v <0 en k/2(1,1-!-vi) v >0 analytisch zijn. Als dus
| }/ 2(&_)) Plu,v) + 2Q(u,v)

¥
(/2(11) (‘—: K ql) (u). (5.10) -

Van de in v 2 0 begrensde analytische functie 5 kennen we slechts

i

dan moet
Plu,-v) - 1Q(u,=v),

il

en

de modulus op de reéle as. Hoe dit te completeren?
Van de functie ,,‘
@ A () = in V;(cu)
is de waarde van het re&le deel op de reéle as bekend, nl.

Re B\(u) = inl% 2(u)/ = 5In »-(f:,(u).

Dus
@ ®
‘ 51 1 /oty Q{(s) .
Re \ () = Re 5= f &ﬁl——gﬁi}as—;fze L / ds
27 i o S u+vi 2/r1 o S2_ Ca2
en 0 ot
' _ 1 -« In Ps
AN () = i 6[ 55 as. , (5.11)
, g = (o

De functies 5[1(/,{,)) en (712((/0) zijn daarmede dus gevonden. QZ((A)) is nu
analytisch in het bovenvlak en bezit daar ook geen nulpunten.
Uit (5.7) volgs dus nu x((v) nl.

Il

fod
2 x( t) m;w [ ei“’b%(tm)dt. (5.12).

)
Voorbeeld i
1 (v = 207181,
1
( ﬁ()) = ey,
i)» ( 1+ ({;2 Ay
s 1 (/ 1
1(6) = o s 2 @) = 5
slg(t) = -ie"t, ,
i) = A 4 :—j..‘-.-e—,:—‘-w — -.M
x() = (¢ +%) o = © .
2) q’f'(t) = 9—-—-«-‘?» (sin 2 4 cos —%-) t % o,
2 V2 Ve vz ’
{.:7{‘(,54/) = = 7
1+ v

th

/
}; (47 R — :
2 1+1 =1+iy-
, w
Sl RAS RSN &
x() = 1 c,n‘,ré e"”j”c/\r§° sin ié—- + e"'('x'l v 2(cos 4+ sin t‘(_:}!
2

V2 ‘V'? V

Hierbij treedt “us een differentieeroperator op.
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8§ 6. Gegeneraliseerde Fourier-transforms.
Voor sommige doeleinden is het toch wel plezierig om ook van func-

ties, die niet tot L2 behoren een F-transform te kunnen definiéren, b.ve
F(t) = . Daartoe beschouwen we

0]
(W) = f 1%t p(+)at, . (6.1
0 ; .
o i ,
(w) = [ M w(v)at. (6.2
-0 v

De eerste integraal bestaat voor .Im- w)w;.
De tweede integraal bestaat voor Im w{w .
Als w> ywt

0 ]
?estaat de gewone F-transform

flw) = £1(w) + £7(w)
in de strook w; < Im w <w';.

Sl wy L QJ;, bestaat £(W) dus niet. Echter kunnen we £ (&)

en £ (W) analytisch voertzetten. In het gebied, waar de beide functies
nu bepaald zijn, kan dus f(u) gedefinieerd worden.

e nemen nu aan, dat £ (W) en £7(W) in het gehele vlak analy-
tisch zijn met uitzondering van enkel- of meervoudige polen. Aldus is
dus T(W) = £7 + £7 cen in het gehele vlak analytische F-transform. De
omkering van (6.1) en (6.2) is blijkbaar

ia+oo ib+oo
1 ~1Wt o+, 1 171, v ;
a  F(t) = 5 e w5 [ e s (wlaw (6.3
ﬁ em ia~o0 2 1b=0o
waarbij a > wg en b <w;.
Voorbeelden
1) PLE) = ¢ W) = - —,
( o2
2) F(t) = e‘ﬂ flw) = _.__L._.é._..
T (1+ &)

Als T(=%) = F(%) geldt ook hier dat (W) re€el is op de re&le as, of
algemener

£ (w) = £ (w)
Y (w) = £7(W).
In toegevoegde punten neemt f(W) dus toegevoegde waarden aan.

§ 7. De integraalvergeliiking van Wiener.

De integraalvergelijking van Wiener beschouwen we hier in de vol-
gende vorm

@
5 (%) - 530(@-6-)3{(5)&5 =0
% 5 0. | (7.1



We nemen aan, dat op de t-as w(t)\<eam en lfﬂ(t)( <ot Loor elké

£> 0. De F-transforms 27 {(s) en ¢+(w) zijn dus analytisch en begrensd

in elk bovenhalfvlak Im wp ey 0. Analooz Z7 () en Ct)—(w)o

e zien, dat aan (7.1) cen gehele tlasse (%) functies voldoen.
e beschouwen hieruit die .I(t) functies voor welke x{(&) analytisch is
in Imwy0 ¢cn ®
ISV(“G-. \(eim -0 Lt f+®
voor elke ¢ > O Aldus bestaat de gegeneraliscerde F-transform van de
functie : o

Q) = §(¢) - f jﬁ(t—G)X(G’)d(
o)

nl. g (W) of q(w), welke clk benedenhalfvliak Im w ¢ § < O analytisch
én begrensd is. Voor t € 0 kunnen we (Q(t), dus g{w) vrij kiezen, mits

tCQ (’c) < e 818\ Do Fotransform van Q(’c) kunnen we ook schrijven als
g(w) = 2(w) - §(w)z(w) (7.2)
De opLave is €us hieruit x( W) zodanig te bepalen, dat
1°.  x(w) analytisch in het bovenvliak Imwp> 0,
2%, q(e) analytisch in het benedenvlak Im w <C.
Beschouv/ eerst de homogene vergelijking met tt (t)
¢ (w)x(w) = g(w). (7.3)
We kunnen dr" (w) op de vroeger beschreven wijze ontbinden in het product
¢1(w) (b () met C}S,} ) analytisch en nulpuntenvrij voor Imw)O en
¢2(cu‘* analoog in I w4 0. Uit (7.3) volgt, indien xz({@) analytisch in

Imtwy 0 is
£(W) = 3 o
$1(ml phw’
\ :
!‘%oda't % een gehele functie voorstelt, of n.a.w.
: : G(w)

x(w) = & (@) (7.4

Indien we voor x(&w) polen op de rcé&le as toelaten, kunnen we dus voor

t
[&]

G( L) een willeckeurige analytische functie met slechts re€le polen kie-
zen. De keuze van G(W) wordt natuurlijk beperkt door het gedrag van
x( W) voor Imiw->oo.

Er rest nu nog een particuliere oplossing van de volledige verge—
lijking (7.2) t vinden. Nu moet dus

2e) - fxlw) §rlw]Py(w) = a(e) (7.5)
in het benedenvlak vrij van polen zijn. Stel nu
x(w)¢1<w> = y(w)
Z{w
Ngim = Wlw)
tw
(o = r(@w).

£7.5) gast nu over in
Hw) = y(w) = r(w)



met y(&) analytisch in bovenhalfvlak en r{( &) analytisch in beneden-
halvlak. W(bo) moeten we nu opvatten als de complete F—transform van
een functie w(t) waarvan 7V (w) en W (&), de eenzijdige F-transform
in boven- resp. benedenhalfvlak analytisch zijn. Door nu r(Ww) = w(w)
te kiezen, is aan alle eisen voldaan. We vinden zo

(W) = o——5 TH(wW),
of 1 (¢s] ia+0o
_ N it -int Z(n _ ‘
X(W) = 27},_?1‘(“)) 6; e dat laém e 5‘2‘%-@')' dfz ’ a} C. (7;6)

De algemene oplossing van (7.1) is dus de som van (7.4) en (7.6).

§ 8. Uitgzebreid probleem van Wiener.

Het in § 5 opgeloste probleem kan aanzienlijk gegeneraliseerd
worden. In deze § beschouwen we een input, die opgebouwd is uit een
iistationnaire tijdreeks F(t) welke de informatie bevat en een station-
naire tijdrecks G(t) welke de ruis voorstelt. lMen kan nu vragen naar
een operator X, dic toegepast op F + G zo goed mogelijk F(t+4A ) bena-

dert. Dit betekent dus, datq) -

T : : 2
Tim s j F(t+ o) - j F(t-9) + G(4=3) X(~)a?| at (8.1)
2T ~T o} :
minimaal gemaakt moet worden.

Een iets ingewikkelder probleem komt te voorschijn bij het hieronder
gegeven diagram van een servo

%G(t)
F(t) > ﬁ X % A [5‘ > H(t)

% )

A 1s een gegevan operator, X is een corrigerend netwerk. We lezen af
(F-H)«X=A + G»*A = H
dus

_a(e))x(w w5
h(w) = ?+a(o§§x(iz) Tlew) + 1+a(i§)xfua) glw).

.Stel nu
) ‘
Sy - e,
dan is
n(w) =§(w)s(w) + a(w>2 1 _g(w}g(w).

De onbekende operator g (w) moe
T

it
lim %ﬁ .g F(t) - H(t)\z dt = minimum (8.2)
-7

afgeleid worden. Beide problemen zijn vervat in: De output in een lineaire
combinatie van de onbekende omperator van het volgende type:
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H = (A1;(-F + By® G)» X + (A2*F + B,» G) (8.3)
Het minimum principe iST
2
lim g,f g \F(t+ o) - H(t)\ dt = minimum, (8.4)
dus .

We maken nu gebruik van de volgende herlcidingen en notaties
L = A,I*F + B{?G
M

AZ*F + BQ*G
?A(B+C)(t)

Pupl) + a8
w
ﬁ 50..“*:“’3 = jspAB(NG')E(G)dd .

Hiertoe kunnen we voor (8.5) schrijven

390%1(0) - 2Re Yo, () 4-39,@{(@\} ~ 2Re f P (t+o0TTTT 68 +

i

i

®
+ 2Re fjf’ML(t}}’:ZtSdt + f ffm(6}-6’2):;‘(?1“?}{(62)(361&52 = min.(8.6)
c o 0

Toepassing van het variatienrincipe
T(t) » X(+) + £5X(%)
gezft de integraslvergelijking van Viener (7.1)
®

Eéh)

t >»0C

i

[ f L (s=0x(@)as, (8.7)
Q

,,,,,

[}

5 () = Prylera) ~Pyp ().

Het is interessant om (8.7) op een iets andere wijze af te leiden. De uit-
drukking

oo ®
-2Re f ‘;(t)xt“ﬂ it + f fSPLL(‘1~5'2)XZG1§X(G‘2)dG’1dé”2
o} o] 0

moet geminimeerd worden. Substituecr nu

00)
S(t) = f j"LL(t—s)Y(s)ds,
dit geefty o

- f f P (4-8)¥(s)T(TTasat + f fgﬂ (t-8)1X(8)-T(e)} TET-¥(4)} asar
1L LT _
of o o
- § V@l Py @aw s ! -y b @aw  (8.8)

welke uitdrukking dus inderdaad minimaal wordt voor y(w) = x(w) of
Y(t) = X(t). Het door de uit (6.7) gevonden x(w) bereikte minimum is dus

?%F(O) - 286 Pry(e) +Fyp(0) | - - j \f e %(t)at(? aew

O

of
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Q0
fFFw) - 2Refm(~) + Pin(0) - 6[\ ff/3(t)fdt (8.9)

Te leiden nu uitdrukkingen af voor 5VLL(0$ en Z(W). Ve maken gebruik van

¢>ABeec("“") = QSAB(W) (w7

Daarmee is

(W) = T(w) CFLF(W) * By w) %LG(“’) =
=3 (W) F oplw) + B(w) g (W),
en tenslotte 5 7
?LL( W) = |a%] 471?1? + 2Rea,b, %G 155 (pGG‘ (8.10)
Evenzo

e - ) - feede o

| v 8,5 g + T, %G%

.kn het belangriike geval, dat ruis en informatie niet gecorreleerd zijn,
heeft men eenvoudig

%¢L1<w) = | 4)":92@ ¥ \bﬂiea

2
A
} .
- a. ~law -5
(W) = a,Ppp e - a@z#w b1“’2‘#@@
Egorbeeld

Beschouw het oorspronkelijke probleem van Wiener, dat bij het begin dezer
§ ter sprake kwam

(8.11)

(8.12)

1 (15 o
S —— n o= ¢ ("witte ruis) AP = 0.
a?FF 1_,_w2’ GG ? PG
wis a, = 1, b, = 1, a5 = by, = 0. Volgens (6.12)
1 2
$_.(w - . g2,
- LL R
4
-1
(w) = & 5
1T+
us ]
w V1+€§ - i
(w) = T = 10 ¢
# (w) _ Vﬂ-i + &4 W
2 B 1T+ iw !
W) e»iaoo
C(Vire +siw)(1 - 1w
(%) , f” SmiAW —itw
W 't = e : dw:
T % (Vr%+£2 + Fid) (1 = i)
e—-'t~d
T+ )0
~V1+£2 + £

2
exp —m‘/1‘;i (5+ &)

t +or ¢ 0
V1+§2 + £ <
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Tenslotte ( & 0)

[¢o] .
t(iw-1)= &
X(b()) = -% 1&] 5 e ) at,
1 0 V1+§ + &
dus o) e”'o(
X = ——— e
(VIrg «e)(Trg ~ gian
Voorbeeld
*G
P —> \ X {2} :
a(W) = - —
w2’ "
- h(w)-—-{f(w)+3L-2-)-4§(w)~——1-§g(w)s
1 “' o2 Y 2
4)@("“’) w-i% Prol W) =0, $go(w) =¢?
1 1
a, = 1 b, = ==, 28, = €, b, = - —x.
15 0 B =T B 2 02
Volgen: (8.12) 2
*LL(‘*’) = —ty - 24’
1+ w w
2
b3
Z(w) = { + .
1+w2 w4

De ontbinding van fb is
w+ o) (w+ u,)
_ 1 2
g =

$(w+i)wh
_ (- d ) (w= o)
w - 1

. 2 .
met K &, = -@ ; O+, = J_PE + 4% 3 Ima’“,&) 0. Nu is dus

m
o

W(w) = Ci).‘(w), zodat een particuliere oplossing{ () = 1 is. De al-

gemene oplessing is

w) = 1 + 2
§( ) +d,>1 o
€ (w)
a(t,u){‘i -««E(w)’;

b Gw) + P (@)
i (o)

X(U)) =

x( W)

waarbij G(w ) een gehele functie is (met evt. re&le polen). Door passen-

de keuze van G( &) kunnen we nu een goede operator vinden.

¢
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Collogquium

Mathematische problemen uit de practijk.

door W.H.Muller.
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Het enige jaren geleden verschenen boek van J.von Neumann en
0.Morgenstern "Theory of games and economic behavior" wil een nieuwe
formulering geven van de problemen uit de economische toepassingen van
de wiskunde. De nadruk ligt ten eerste op het scherp stellen van de pro-
blemen en ten tweede wordt getracht de grondslagen van de mathematische
theorie z4 vast te leggen, dat in die gevallen, die ook een oplossing
in de niet wiskundige theorie hebben, de oplossingen in beide theorieé&n

} overeenstemmen. Pas indien dit het geval is, kan er aan gedacht worden
de theorie&n van Neumann en Morgenstern toe te passen op problemen, die
niet op &4ndere wijze kunnen worden opgelost. De schrijvers geven voor
slechts een zeer klein deel van de gestelde problemen oplossingen of
oplossingsmethoden aan. De opzet is echter zo nieuw, dat dit in plaats van
als een gebrek, beter als een uitdaging kan worden gezien. Verdere be-
schouwingen over de theorie kunnen echter beter worden gehouden, nadat
de theorie zelf is uiteengezet.

Onderscheilden moet worden een spel, d.i. een verzamellng van abstrac-
te regels - de spelregels - en een partij, de concretisering van het
'spel, het speléen van het spel van begin tot eind.

Het spel [~ wordt gespeeld door n spelers en bestaat uit een rij
zetten Mq, Mg... M‘V , die achtereenvolgens plaatsvinden. Voor iedere
zet M, bestaan «, verschillende mogelijkheden a kL (1)... a < (X0
Een zet kan zijn een persoonlijke zet, wanneer een van de spelers een keus
doet ult de «/, mogelijkheden, of een waarschijnlijkheidsrzét, waarblj de
keus wordt gedaan door een of ander mechanisme, waarult de mogelijkheden
met bepaalde bekende waarschijnlijkheden Fﬁ (1).... FLI‘XH) te voorschijn
kunnen komen., B.v. blj tric-trac wisselen waarschijnlijkheids-zetten -
het goolen met de dotbelstenen - en persoonlijke zetten - het verzetten
van de schijven - elkakr af.

Door de spelregels moet védr elke zet vast staan of het een waarschijn-
lijkhelds-zet is, of een persoonlijke zet; in het laatste geval bovendien
van welke speler. Dit kan gebeuren door het geven van een getal K

uit de riJ (0,1....n).
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tﬁw =0 betekent een waarschijnlijkheids-zet; kk =1...n een persoonli jke
zet resp. van speler 1...n.

De zet kan worden gekarakteriseerd door het nummerif;i =(1...<XK) van
de gekozen mogelijkheid,

Een partij wordt volledig beschreven door een rij getallen 0, ... 6;

die voor iedere zet het nummer van de gekozen mogelljkheid aangeven. De
winst van de speler K is een functie van deze getallen

F&Q‘,---»Q} ST

De keuze van de speler «|; in de zet Iﬂffwordt bepaald door zljn kennis
van de vroegere zetten, dut zijn de zetten, die in de tijd san M, zijn
vooraf gegaan. Na afloop van de zet Mi@’ moet in ieder geval het getal

x bekend zijn; verder bij een waarschijnlijkheids-zet de mogelil jkheden

a k (1)... aﬂ(txg de waarschijnlijkheden}%( (1)..f?& () ; blj een per-
soonlijke zet moeten ean de speler KQ{ de moge}ijkheden a K(1)... axﬁxn)
bekend zijn. Het is ech®tcr niet nodig, dat KK de resultaten van alle vroe-
gere zetten kent. Bij s-lipuk en tric-trac is dit wel het geval, bij
bridge niet. Bridge wordt door 2 spelers gespeeld, maar lcdere speler be-
staat ult 2 personen. Zo komt Let,dat . - speler {N-Z4} bij de helft van
zijn zetten wel weet wat voor kaarten ' #n zijn hand heceft en bij de an-~
dere zetten niet, m.a.w. de informatie is niet transitief. Nauwkeuriger
beschouwd betekent dit hct volgende.
Bridge begint met 4 wanrschijnlijkheids-zetten: qu N krijgt 13 kaarten;
M2:O krijgt 13 kaarten; MS:Z krijgt 13 kaarten; Muzw krijgt 13 kaarten.
Ieder bod 1s ook een zet, daarna begint het uitspelen van de kaarten.
Neem aan dat de kaarten ven O op tafel liggen. De zet !, is: N speelt een
kaart uit. M, 1s: Z se»ecit een kaart uilt, leis vrocrer can M N, De
speler (N-Z) weet bij N;»het resultaat van Mq, bij Moyowest hij het re-
sultaat van Mﬁ maar nicl van M,

A

Algemeen 1is voor een zct Ml bekend de waarde van een verzamcling d)i

van functies \q (Q....G;_) , .

waaronder het nummer van de speler égi =4 (G OL0)

en het aantal mogelijke kecuzen Ay = Xy (e el 0

De speler moet zijn keuze dus uitsluitend baseren op do 'tznnis van de

waarde van deze functies, daarnaast kan hij echter al =l n vernuft en in-

zicht te hulp roepen. Aangenomen wordt, dat het aantal zetten van het spel

een door de spelregels bepaalde constante is. Daarvoor is slechts nodig

dat er een getal ?)*bestaat, zodat de spelregels geen parti] met meer dan
V" zetten toestaan (vgl. de remiseregels bij schaak). In de practijk be-

staat dit getal 0" meestal wel, door "sabotage" kan een parti) soms wel

oneindig lang duren (voortdurend down gaan bij bridge om de robber tegen

te houden). Een partij met minder dan Z)xzetten, wordt aangevuld tot 0"

zetten, met waarschijnlijkheids-zetten, waarbij het de waarschijnlijkheid

één heeft, dat er niets gebeurt.
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Een strategie is een volledig plan, dat een speler van te voren op-
maakt, en waarin hij zijn gedrag in iedere mogeiijke situatie, die in het
spel kan voorkomen, vastlegt.
Het resultaat van een partl] voor ée speler ﬂlhangt nu af van de strategle,
die hij kiest, maar ook van de strategietn, dic de tegenstanders voor
zich kiezen. Iedere speler kiest zijn strategie onafhankelijk van alle
anderen en zonder de keuze van de anderen te kennen, De uitslag van een
partij hangt dus af van de keuze van de strategie¥n en van de uitslag van
de waarschijnlijkheids-zetten. Raat de speler L; de keuze hebben tussen

ﬁ& strategie®¥n (dit aantal is reusachtig groot, maar eindig) en laat
alle waarschijnlijkheidszetten samen resulteren in 80 mogelljkheden
met wazrschijnlijkheden P U{ .. 7)tﬁ°) / _ .
Het resultaat van de speler ?( kan dan worden uitgedrukt door r@(ﬁquu(Qg”z?
met de waarschijnlijkheid WBUQ)

AVES K=t...n Co= v oy

, d.w.z. elk der spelers kiest ecen getal

d.w.z. een strategie onafhankelijk van alle anderen en de waarschijnlij%:)
— Lo

heidszetten leveren het nummer (, (1.../3, ) met de waarschijnlijkheid7>

Deze waarschijnlijkheden worden ge&limineerd door de mathematische ver-

wachting in te voeren A

o (T
‘K\( (Tl'-'fp) :Z P (é‘((ro t,...fn)

Ts/
De spelen kunnen nu worden verdeeld in spelen met som nul, d.w.z.
#
‘}’k LT, . .Th):O
2‘." L‘ .‘_.Q—‘ (1— —
en algemene spelen, waarhlj %_*"jﬁi Yoo Tl nlet aar rooeriringen onder-
=/

worpen is. De echte srellictjes vallen in de eerste cailcgorlie, wat een
_speler wint, verliezen een of meer anderen. De tweedc categorie komt
:voor in economische toepassingen, als door productie vzardevermeerdering
ontstaat. Eerst zullen worden beschouwd spelen met scm nul, Van deze
spelen zal eerst het spel met 2 spelers uitvoerig wordcn bekeken. De
daar gevonden resultaten zullen dan worden toegepast op =nclen met meer
dan twee spelers en som nul, terwijl tenslotte iets zal worden gezegd
over de algemene spelen en hun toepassingen op de econcnl.,

- o - - - v O - . . - - o

Het meest eenvuudige geval is een spel met 1 speler, h,v. patience.
Een partij is hier min of meer een strijd tegen waarschiinlijkheidszetten.
De theorie schakelt deze laatste echter uit door het bepalen van de
mathematische verwachting. Er blijft dus over een furcinc 'j(ﬁt)?:L”F
waarin de speler de variabde [ willekeurig kan kiezen ¢n dit zo zal
doen, dat jﬁ( T) maximaal wordt. Het economische voorbeeld is minder
triviaal, het is Robinson Cruso® op zijn eiland, of ook de 100% geleide
economie, die door een wil beheerst wordt (Huxley - Brave New World).
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In het spel met twee spelers en som nul moeten beide spelers onaf-
hankelijk van elkaar een strategie kiezen; de eerste speler wiltﬁiéfbfﬁ
zo groot mogelljk maken, de tweede wil‘j{ﬁ(f“ E) zo groot mogelljk
maken, Het 1is spel met som nul dus

4 b—/ﬁ‘_ D
t}i,(:u'ﬂ}"‘ }/\ '\.L'MY.?):C
zodat we kunnen zetten

. v . T & 1 1
‘:_}j\pit: ) %.’) =~ | _‘.{-""1‘73 = ﬂih'tl)

De eerste speler wiljﬁ (Y’,Ii) zo groot mogelijk maken, maar beheerst
alleen 7., .

i

De tweede speler wil K (7,,%;) zo klein mogelijk maken, maar beheerst
alleen U, ,

Dit is het es:enti¥le verschil met het spel met één speler. Bij één
speler beheerst de speler alle variabelen, bij twee spelers beheerst
leder maar de helft van de wariabelen.

Enige stellingen A) max x Max o 3)(x,y)= max . max . d)(x,y)

B) min _ min v Q)(x,y)= nmin . min b (x,y)

~

¢) max . min y q:;(xjy) < min o max q*(x,y)

X en y kunnen ieder slechts eindig vecel waarden aannemen.
Als in C het gelijkteken geldt voor een punt (xoyo) is dit een zadelpunt.

We beschouwen het spel ‘7 dat wat betreft de spelregels geheel overeen-

stemt met | , de speler 2 kiest echter zijn strategie, ferwijl hij weet
welke strategie 1 gekozen heeft;

en het spel fz dat ook in de spelregels geheel overeenctomi met rﬂ maar

waarin speler 1 zijn strategiec kiest, terwijl QEJ weet., we'ke strategile
z2 heeft gekozen. Vanult het sendpunt van 1 is ], ongursyLiier, FE gun-
stiger dan (’ o

Wat gebeurt bij YT : 2 zal die strategie [, kiezen, dle U“\[C,)Il)

i

zo klein mogelijk maakt bij de door 1 gekozen U,:T
dan ontvangt 1

!
2 ‘o
v,= min tlgélltlatz)

Daarom zal 1 IY zo kiezen, dat dit minimum zo groot mog~lijk is;

dus de waarde van f: voor 1 1is

v,=mex ¢ min E;K (T, )

als 1 goed speelt wint hij minstens w{ V4 is de waarce VWn‘: voor 4
als 2 goed speelt wint 1 E?ogstens 'Wg'vﬂ is de waarde van h voor 2.
Analoog is de waarde van u voor 1

Vo= min_n max §?<1T“TJ
als 1 goed speelt wint hij minstens Voo,
als 2 goed speelt verliest hij hoogstens Vo



Volgens C is
L
Voor het spel | zal gelden v, <V <V, 5 O =V, - Uy
In het speciale geval A =0 v,=v=v, geldt:
als 1 goed speelt wint hij minstens v , ald 2 goed speelt wint 1 hoogstens

v . In dit geval heet v de waarde van het spel l voor 1 en heet het
spel volkomen bepaald.
Door goed spelen kan 41 minstens v winnen, onafhankelijk wat 2 doet

n 1" " n o) n -V " " 1 1 "

Bij een niet volkomen bepaald spel (v1< VQ is het van voordeel zijn

- tegenstander te "doorgronden', te weten te komen welke strategie hij
kiest, vddr zelf zijn keuze te maken,

Een niet volkomen bepaald spel is het volgende: 1 en 2 leggen beide
een cent neer, zonder te weten wat de ander doet, Liggen beide munt of
beide kruis, dan wint 1, anders 2.

?{(L,Q) heeft de waarden

C
I . ]
max , minz\fzéfuiz)= -1t /
N 2 IV I
L \ e
min T, max gj\tt = +1 2 ._/ /

Als 1 er achter komt, hoe 2 zijn cent gelegd heeft, kan hij zijn cent net
z0 leggen en wint hij; overeenkomstig voor 2. Het is dus van belang dat
een speler zorgt, dat zijn tegenstander niet te weten kan komen, wat hi]
van plan is te doen. Zen afdoend middel is de cent niet neer te leggen,
maar op te gooien, dus de twee mogelijkheden tegelijk met de waarschijn-
1ijkheid 3 te spelen. Om hiervan de consequenties na te gaan, ziljn en-
kele hulpstellingen nodig.

. Enkele hulpstellingen.

. ; . . ; n
A . Gegeven p punten in een n-dimensionale ruimte x'...X . Een punt y

behoort hetzij tot de convexe verz. C opgespannen door §'...xn,

hetzij bestaat er cen hypervlak door y, zodat C geheel aan een zijde
van dit hypervlak ligt.

Bewijs. Neem aan dat y niet in C 11gt, z 1is het punt van C, dat het

dichtst bij y ligt, dus waarvoor | z-y ( ‘éL( z. -yi\e minimaal is.
l‘
Is u een willekeurig punt in C, dan ligt ook tu+(1-t)z 1in C, dus

| tur(1-t)z-y | ©) |z—y‘2 of |(z- y)+t(u 2)[2) |z-y1°

..J_.
door overgang op codrdinaten voor t#0; 2 A’F (z4-¥4) (uy-2, )+t/f _ (ui-ziQ>C
3 I3 ~, ’ .

. N
in de limiet voor t—0; f%7 (Zi'yi)(ui‘zi)Z’ 0,
daar
| vy =y=(uy -2 ) +(24-5y)
is it D {L
- - - 21
___"l = (Zi yi)(ui yi)“ {-:-—/ (Zi"yi)(ui"zi)"t' ‘l:l" (zi'Y~) )O want
=<

> (z3-v,)%>0.
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Dus " B

Z;;(zi~yi)ui« 2;_ (ziayi)ypo voor alle u uit C.
I

Het hypervliak 3 a,u,-b=0 met a,=(z;-¥;); b=

Y]

Y. C ligt geheel aan een zijde van dit vlak.

M

“w
S

(zi—yi)y1 gaat door

1]

B. Gegeven een matrix ay ; met n rijen en m kolommen,
Dan bestaan er hetzij m getallen xj(j=1...m)2,o; P xj=1; met
: _).‘/

X
z, 8 JXJ<.O (i=1.,.n) " -
hetzij n getallen w, (i=1...n) 2 0; EE; wi=1; met Z_ wya, g 0 (J=1...

§§ﬂ§g§, Beschouw de m kolommen van de matrlx a. 13 als m punten XJ in
een n-dim ruimte x, J- :
x0T 8:1.. (" waarin ]

815
Pas stelling A toe op de p=m+n punten xq

het punt is met id cobrdinaat 1 en de amndere coordlnaten 0, en y=0.
Behoort y tot de verzameling C, dan is
148}

i

~ S 3 ‘f.'.. __V\.
>___T tjgx"jr 2-:7812*:0; % tj+ > 5,=1; tj>/ 0; 85,0
3 T o
in codrdinaten %%. tjxk = -5 & O of ?ﬁ~akjtjé*o \
E o Ry
met x.= —zri—- is dus Ef‘ a x,40met x5 0; == x.=1
b t S i J EFOT
J=/ N

Behoort y=0 niet tot C, dan bestaat een hypervlak ;;M aju;=0 zodat

A k
2%, a u; 7 0 voor alle punten van C: uy= 51 1evert a, > 0, u, —xij aiJ

i
] a ;
JL NN i |2
> a . e a o T ee—— .=
levert > j.alJ7O al Wy B is >/ Wy ik>o wi>0 >/ wl,’\
Z i

Als de spelers in het vroeger genoemde spel de centen opgooien, 1.p.v.
neerleggen, betekent d.t, dat zij beide strategie&n met de waarschijnli]
heid 3 spelen.

In het algemeen zal speler 1 niet één strategie, d.w.z. een getal uit

... b kiezen, maar f getallen é/ - 51& > 03 %i% é'ﬁ =1
de waarschijnlijkheden van zijn strategieén. P

Evenzo kiest 2 ‘ﬁngetallen 1, ...qal > 03 :Eitjz =1

als waarschijnlijkheden van zijn strategieén, =/ ¢

Speler 1 heeft nu de machematlsche verwachting;

K(é;j)« Zﬁ“ﬁu,,z)g N,

Bij deze opvatting bestaat weer de "waarde" van [T (1 speelt eerst),

die is
v, '= max : minq L((gjq)

—~—

de "waarde' van r; s v’ = min_,1 maxg.’< (g}q)
Nu is juist als vroeger Vq'é:vz'
We zijn echter een stap verder, want v, £ v_' < v.! £ v

dus als v4=v2=v is ook V1‘=v2'= v
het omgekeerde hoeft echter niet waar te zijn.



Dit wordt bewezen met behulp van 2 lemmaas, die bovendien een nleuw

licht werpen op de "gemengde strategie.

. ‘e T.T .
A, MinDK(—g*:l) =Min - Lf_ K (1, 2)§
B. Max, K(g,*}) =Max - 2(: i, Ji2) *7-

&

Bewijs A ) Z,
n, K{{ Vﬂ -Min zﬁ Z{._,. Lﬂ“nt'l 5, }L‘z Kies speciaal V). 5
.. {_ =/ .
I<( ) & f‘_ Wiee,t/)é; omdat dit voor alle Z} geldt
G | SR
Min. }/\(_{)q)g Min_ £ L[‘)L2)§Z

3

Vel‘%r is vooradle iq
‘:K (1, :‘z ;;. .2 Mingz S y/f ’Z”z)é{l vern. met Y)‘: en te} op ever [,
L vl % ’._‘c v . 3

T,ed 7 !%L .__;':5_'. >
dus ook Min, 35 KT, t.) i 1) o\ min. 2 K(T,, T2);
-} Lz o=l 25 ey 4 tog (. =y /

B. wordt analoog bewezen.

Hiermee vinden we voor V:l

= Max f Min T‘-—‘:K(L,JT‘z

'en vg'nieuwe ultdrukkingen

-
|

C/

v_ ' = Min fJMax;Z—-Ytl J.g

wil zeggen: in spel [; wint speler 2 niets extra door een

o

De ,]ste

gemengde strategie toe te passen, 1 weet precies hoe 2 op zijn keuze
zal reageren.
‘1 zelf berelkt echter wel lets, in de oude methode had 1 slechts de

keus tussen de E’ s eenheidsvectareng = _§L’ nu wordt het maximum over
een ruimer gebled bepaald, dus vq < ‘Vq’evenzo vz‘g Vo
Het bliJkt echter dat v,z'= VE' , met de gemengde strategie&n is dus ileder
spel volkomen bepaald, A,
Bewijs: Er bestaat netzij een punt { zodat Z é (c,,, L) 2O
of een r} zodat Z?__,J“\ Tt ’r’)-
i Pn

In het eerste geval is ook Min -z ,\ g ?fk ., >0

dus zeker het maximum v, ‘>0
In het tweede geval is Ock Max - f‘}@ (T, T40
dus zeker het Min. v,'¢ 0O I &2
Onmogelijk 1s dus v1¢0 v 2 .
hetzelfde toe op:ty 2 A
Pas p: EKLB,E,_) W L {J{(U”El)_y\/i?-%, K({ ,,’>_\A/

24 ZL—I

dan is dus - W {o(vwonmageli,jk dus kan geen w bestaan, zodat
( w{ v'dus moet, v, =v, =V,
vs heet de waarde van het spel.
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(vervolg)

W.H.Muller.

Bewezen is v4'=max mi P( (é L7)—m1n:. maxé P<(§ ﬁl =V,

'd

———

{ M)=ming, O f’ T,»Tz)§ ’

% .
EZ; éF*T AT ’)gtfq?z

A 1s de verzameling van alle E- waarvoor mln l< ( é,V]) ziJn max vq‘ be-
reikt.

B 1s de verzameling van alle t} waarvoor maxé K: ({ q) zijn min V2' be ~
reikt. , -

Als speler 1 maar eeng £ uit A kiest, is K(é n }min é V? =V,
dus speler 1 krijgt, als hlj verstandig speelt, minstens v1 , onafhan-
kelijk van wat 2 doet.

Als speler 2 maar een Q 1 "uit B kiest, is K (é‘,J <nmx K ( g W =V,
dus speler 2 krijgt, als hij verstandig Speelt‘ minstens —v2 5 onafhan—
kelijkwin wat 1 doet.

Als speler 1 een g =-§/ uit A kiest en speler 2 een V}— n uit B kiest,
is de ultslag, (d.w.z. de mathematische verwachting) van de partij voor

speler 1 steeds v=v1’= ' en voor speler 2 stgeds AL

2 T;#w P

"| uit B is dus vi= }._, ___...K( Z,,%) f?_ ")“
- / L—' 42 L' LZ.
maar ook v'=v1’=min g )=min S JA( dus v'=

L §
= m1n~ (L,T)< , zodat

Vh i‘%(r Q)g - g, : :ﬂ TZ) gai =0.

Nu‘isf]r, 2, O en ook de vorm tussen accoladen is ) 0, er staat dus
een som 3an getallen, dile alle } O zijn en deze som is nul, dan moet
iedere term van die som nul zijn. Dus
Stellling D, Voor die waarden van Lz s waarvoor Efi:” ,,Ié)g
(met f’ uit A) niet gelijk 1s aan de Finimum waarde L
is voor Y} in B: QL =0,
%

~7

Voor é = é uit A en




[
I

Zo ook: Voor die waarden van L, , waarv

32
- /

oor Z{:mq,m% (met 7
=1 2 -
{ /

't is voor g uit

uit B) niet gelijk is aan de maximum waarde v,

~ 4 -
A: ¢ =0.

ST,

Voorbeeld 1,
Voor het reeds

—-—

genoemde spel van 'centen vergelijken' heeft . (Z},LA)

de waarden

L
o~ 2
{ / -/ V, =/
Z / - \/'l: +}
; - 4
Nu is 2
) E 72V
V= L K} (2 —
] v maxi mln(_m = 7L( ' z)gL/
In dit geval is }2_:176( [, %) S'C, voor L, =1 u,= g,‘ §*i é’j?}O %z. >/
_ ¢ ~
(L =2 u2= -{Z + /5 gl“' €L=

7

Voor iedere (vaste) g moet onderzocht worden, welke van deze functies

de kleinste is;

dus voor Oéélgé 1s u, de kleinste
1L l¢ ;
voor 2.§§}$ 1 is u, de kleinste
min_ 2;__??(Zf,(;)g, is dus een
2 g =1 ' b
f gebroken 1lijn. Het maximum v1‘=0

wordt bereikt voog g
. )

2
'— 3 ) — —
vp'=min, max. 2_15%(L1’£‘)'7Ei
L 7= )
;uq?{(zl,zz)nzz is hier: voor { =1 w,=#) - ")

voor }:=2 Wo= = 4+ 7,

Voor O <%, ¢ 35 is Wo de grootste; voor <1, £ 1 is w, de grootste.
Dus het minimum v,' wordt bereikt voor V) =/],=%.

Beide spelers moeten de twee mogelijkheden met waarschijnlijkheden 1/2

spelen.

X

Voorbeeld 2.

Om duidelijk te doen uitkomen, dat de spelers hun strategie&n volkomen
onafhankell jk van elkaar kiezen, wordt dit voorbeeld ontleend aan de
corlogsstrategie.

"Speler” I heeft twee bommenwerpers , die wnaf het vliegveld A een
aanval doen op het doel B. Zij kunnen langs twee wegen van A naar B
gaan:

O

/]



A B
=
weg &
Strategieén: 7, =1 ; beilde gaan langs weg
I, =2 ; één langs weg 1, de ander langs weg 2
I =3 ; beide gaan langs weg 2.

"Speler" II heeft de beschikking over 3 jagers.

Strategie&n: Zizﬂ ; alle 3 jagers gestationneerd op weg 1
0,=2 ; 2 jagers op weg 1, 1 Jager op weg 2
{y=3 ; 1 jager op weg 1, 2 jagers op weg 2
I,=t ; alle 3 jagers gestationneerd op weg 2.
Bij een ontmoeting tussen een jager en een bommenwerper 1s:
de kans 1/4 dat ze elkaar niet zien of raken,
" " 1/4 dat alleen de jager wordt neergeschoten,
" " 1/k dat alleen de bommenwerper wordt neergeschoten,
" " 1/4 dat beide worden neergeschoten,

Voor speler I gelden de volgende waarderingen:

Neerschieten van een bommenwerper - N
" 11 3 jager‘ +

Uitvoeren van het bombardement + O (per bommenwerper),

De weg terug wordt niet bekeken, om het voorheeld niet te gecompliceerd
te maken voor een voordracht.

Voor de functie 7%( [, 7;) geldt nu het schema

1 2 3 4
1 BBJJJ BBJJ + J| BBJ + JJ|BB + JJJ
2 BJJJ + B| BJJ + BJ| BJ + BJJ|B + BIIJ
3 JJJ + BB| JJ + BBJ| J + BBJJ|BBJJJ

Hierin betekent b.v. BJJ + BJ
2 jagers gestationneerd zijn; de andere gaat langs weg 2, waar 1 jager

één bommenwerper gaat langs weg 1, waar

gestationneerd is,.

JJ + BBJ: op weg 1 zijn twee jagers gsstatiohneerd, en de
twee bommenwerpers gaan langs weg 2, waar zich maar één jager bevindt,
enz.
(1)

Nu is BJ = 1/4(JB + B + J + 1)

JB : de bommenwerper is de jager zonder ongelukken voor beide ge-

passeerd en voert het bombardement uit: waarde voor I g

de bommenwerper heeft de jager neergeschoten en voert het

bombarderient uit . Waarde voor I: /L-k 5

J : de Jager heelt de bommenwerper neegeschoten.
Waarde voor I -7)

L3



e}

5
1 : Jjager én bommenwerper zi neergeschoten.

Waarde voor I : -2 + s
dus = 1/4(- ix RN
us (2) BJ = 1/8(-2A 42427 )= ZLTETY
Vermenigvuldig (1) véér mct B. ‘
BBJ=1/4(BJB+BB+BJ+B)= 1/4 | LIBEBI1)B | ppy JBHBHIT g }

(3) BBJ= 796 (JBB+5 BB+2 JB+€ B+J+1)

De waarde voor I van de termen 13

& )
JB&ED 3 BB':’?!A-!-E r’,\ s JB= A+l ; B= -/)4-/{“%' L)
= 27 5 1= =2/ + ’

(l;) BRJ= 3/\ +3 %(j l

Zo ook
(5) BIJ= f%; (JIB+2IB+B+5IT+6J +1)

(6) BIJ= —3~'+3¢c+3

(7) BBIJ= gﬁw JJJBB+1“JBB+1OJJB+2 BB+4*J“+233J+%&B+~4J+9Qi

=410 4hq k23 c,%

(8) BBJJ= 35

(9) BIJJ= z%r 3JJJB+3JJB+3JB+B+21JJJ+2?$J+7J+1}
_ ‘_TI‘) +7 a4 u}

(10) BJJIJ= =

(11) BBJJJ= Eéag-\JJJBB+42JJJB+441JJJ+15JJBB+258JJB+1107JJ+75JBB+518JB+
" Y49077+125BB+366B+241)
-411A0 +4114 +101

(12) BBJJI= -
Het schema voor de functie 256 Lj\,(fl , C;) wordt nu:
¥ \_Tg
TN\ 1 2 3 | 4
1 | =417 +5114+101 0 -3284+3284+184 1 «q90ﬁ+19gk+320 512 o
2 | -2241 422444288 ¢ | -3201+32044+192 T320/4320 4192 -221471+224 44288 4
3 512 J | -1924+192/4320¢ |-3281+328 /41840 | -411)+411A+101 0
stel nog ~M o+ d o= f

(3“} 0 daar cen jager ( i«) minder waard is dan cen bommenwerper ( A) +
de schade door een bombardement c)

Z;\\f\ 1 2 3 b
1| =B 52 0 n3°8(3+512 d =192 ¢ +512 0 512 2
2 | -22kp 45120 -;20{>+542‘5 320 04512 & | -224p 4512 O
3 " .5";;2 S - jqogy +512 ) -328 ?+5’12 6 -4110Q 512 0
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Voor iedere g { g moet nu worden onderzocht, welke van

me+512 )€, +(-22np 4512 8) € + 512 0) €

2:(-328504(542 3){ (-3 §,+(-1920 5128 £

192f>+%125 )g +(-320¢ +512 8 {L 328 @+512 «5)§3

uu_( 512 §) +(- ezugz +512 ) {} 441 g 2512 ) §3

de kleinste 1is,

In fig.1 zijn aangegeven de gebieden, waar resp. uq,uz,ua,uu de kleinste

is. Gez .cht moet nuworden naar het punt (ér’g’ 2 waarvoor de kleinste
van & Uy in dat punt maximasal is, o

Paar Jde functies u, lineair zijn, kan dit maximum slechts in een
grenspunt van enige gebieden worden aangenomen,

(
320 15128 1§ +(-
1§ +(-

+(-

Nu is veor de in Fig.1 aangegeven punten:

I

2| £ 3 Yq Yo s Yy

44104512 32804512 5 |-192p45125 512 &
-32404512 3 | -324p+512 § -951f+5125 ~1045 4512 3

0
0
§ 512 § 6
0,302 |-257p+512¢ | ~287¢+512 § |-206p+512 -12h 4512 §
J
0

0,698

0 1 -2okpe512 -320§3+5125 -320§a+5125 ~22404512 §

! 0 i »2053;@512% -260§+5425 —260%3+5125 -205%€+5425 o
0,302 o |o,698 ~12!4§’+512:§ -206@5'\25 -287@5425 -257.;”5125

0 0,464 0,536 -1ol+gu+5121(> -251§r+51ec5 _3o4e45128 | 32404512 &

0 0 | 1 512 0 ‘192L§+512é «328§:+512<3 _Mﬂg+5125

De minima van ¥dere regel zijn onderstreept. i

Het maximum van deze minima ligt in de regel g/ =53=% en is -260 ?+5125
4

Nu maken wij gebruik van stelling D., die hier zegt dat alleen

q £ 0 en V\ #0, We hoeven dus ?1ebhto te beschouwen de functies

,]_(~32889 512 5) 4 -192 ¢ +512 ) ) m}
wy=(-320¢ 4512 ) +(-320 0 +5124 ) ) 1y

W3=(*192€ +512«S ) '!’(‘328? +512 (S ) V;b

In fig. 2 zijn deze lijnen getekend. Het blijkt, dat voor 04N, &3

W de grootste is en voor 3 V)41, w3 de grootste is., Het minimum

wordt bereikt voor V), = ﬁs=% en is -260§>+512 5.

Conclusie: Speler 1 moet steeds beide bommenwerpers longs dezelfde weg
sturen en wel langs beide wegen met de waarschijnlijkheid 1/2.

Speler 2 moet 2 jagers op de weg 1 en 1 jager op weg 2
stationneren, of 1 Jjager op de weg 1 en 2 jagers op weg 2,
en ook weer deze mogelijkheden met de waarschijnlijkheden 1/2



g Fig.1: Voorbeeld 2
3 (o<>ﬂ
50‘
De gebieden, waarin resp.
\\\\\\\\ uﬂ’u2>u3’u4 de kleinste is.
 (6,201,0,0, boB)
%;(q ,464,0,536)
!
Jb
A/'
@
—_— _57_25
-~ /0.‘)? - §/1 (S
v/ vdv/'s
w2,
- L{(;OSJ +S_,25
Lzt fatt

v He*

Fig.2: Voorbeeld 2.

De 1lijnen w1,w2,w3.
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Wij gaan nu over tot het beschouwen van een spel met n spelers met som
nul. Iedere speler heeft hier zijn eigen functiei%& (Z ...0,) die hij
maximeal tracht te maken, maar hij heheerst alleen de varilabele tk . De
resultaten van de theorle van het spel met twee spelers kunnen nu worden
toegepast, door de overige (n-1) spelers samen te vatten tot één speler,
Gevonden wordt dus de waarde van het spel v(k) voor de speler k. Speler
k kan dus, als hij goed speelt, minstens v(k) verkrijgen. Alle spelers

samen zullen dus minstens 2 _ v(k) kunnen krijgen, in werkelijkheid krij-
K=

gen alle spelers samen 0, dus

5 vl g o
Onder de v(k) zullen dus, tenzilj ze ;lle nul zijn, negatieve moeten voor-
komen, d.w,z. er zijn spelers, die als zij alleen blijven, verlies zullen
lijden. De speler k zal, als zijn tegenspeler goed speelt, ook hoogstens
v(k) kunnen krijgen, maar dan moet ieder van de (n-1) overige spelers

de goede strategie kiezen, d.w.z. er moeten tussen die spelers afspraken
gemaakt worden, zlj moeten een coalitie vormen. De hele verdere theorie
is gebaseerd op deze coallities. Een groep spelers, die een coalitile
vormt, treedt naar buiten op als één speler, de leden van de coalitie
overleggen onderling, welke strategie&n zij zullen kiezen. S is een
groep van k spelers iq...ik de overige e=n-k spelers zijn Jq---Je' De
winst van de coalitie S bedraagt 2: }fi(c,...‘g):?@(fi,..q.; g,...g.)
in K zijn de varisbelen in 2 grogﬁén verdeeld Z@ ...’E}k %orden doS} de
coalitie beheerst. Op de bekende wmijze wordt een getal v(S) gevormd, de
waarde van het spel voor de coalitie S. Als de coalitie S goed speelt,
dan verkrijgt hij minstens v(S); de coalitie S krijgt hoogstens v(S) als
ook de overige spelers "goed spelen", dus ook een coalitie vormen, De
hele verdere theorie is gebaseerd op de coalities en hun 'karakteristie-
ke functies v(S). Deze theorie kan dis alleen worden toegepast op spelen,
waarblj de spelregels zich niet tegen het vormen van coalities verzetten.
Aan ledere deelverzameling S van de verzameling I (1...n) van de spelérs,
wordty nu een getal v(S) toegevoegd. De keuze van deze getallen is bin-
nen de volgende drie beperkingen volkomen vrij.
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A.1:v(I)=0 want we beschouwen een spel met som nul.

A.2:v(S)= -¥ -8) (-S is de verzameling die overblijft als S uit I wordt
verwljderd). Als beide coalities goed spelen, ligt het resultaat van
het spel vast. Speciaal v(0)= -v(-I)=0

A.3:v(S)+v(T)gﬁv(Su;T) els S en T geen spelers gemeen hebben (Su T is
de vereniging van S en T, de verzameling, die bestaat ult de spelers
van S en de spelers van T). Als S goed speelt, kan hiJ v(S) krijgen,
als T goed speelt, kan hij v(T) krijgen. De coalitie 3o T kan dus
v(S)+v(T) krijgen, daar S. T door goed spel minstens v(S<T) kan krij-
gen moet v(S)+v(T) gv(Sw T).

.Bij iedere functie v(S) die aan A.1;A.2;A.3 voldoet, is een spel te
construeren, dat deze funttie als characteristieke functie heeft. Voor
een spel met 3 personen moet de characteristieke functie dus de gedaante
hebben -v(1)=v(2,3)=a; -v(2)=v(3,1)=b; -v(3)=v(1,2)=c,

Uit A.3 volgt de voorwaarde atb+c ) O,

Voor een spel met 4 personen: -v(1)=v(2,3,4)=a

—V(2,3)=V(1,u)=p ”V(2)=V(1:3:4)=b
—V(1,3)=V(2,#)=q "V(3)=V(1:2:4)=C
-v(1,2)=v(3,4)=r ~-v(4)=v(1,2,3)=4

A3 geei‘t a+tb> r; b+cyp; a+c>q; a+d> -p; b+d 2 -q; c+d 2 -r.

Deze vele mogeli jkheden kunnen worden ingeperkt door toepassing van
"strategische aequivalentie" . Beschouw cen spel [ waarblij de winst
voor de speler k gegeven wordt door 7? (L ...7,) dearnaast een spel r
waarbij de winst voor de speler k gegeven wordt door .X, (t oo )+€Xk
waarin \x constanten zijn met > Ok =0, De spelen [ en r zijn
strateglsch aequivalent, omdat r" uit T kan worden afgeleid door eerst

de spelers de bedragen c%; te geven en dan 5“ te gaan spelen, Voor

v'(S) horende bij het spel [ 'geldt v‘(S):v(S)+-;;£ Wiz . Uit iedere
groep van strategisch aequivalente spelen kan nu één gekozen worden

als representant. Daarvoor kiezen we het spel met F(lc)-v(k)-f% = -Y
(k=1.,.n). Het spel met de charakteristicke functie v(k) _heet gereduccard
Dit zijn n vergh voor 0%( en J . de (n+1)3te verg. isé&, ka =0,

dus Z’_ - - 4,~ v(i) *v(k)— j'l%T v(1i) !

daar ,_;_rv(i)(.o s  yp O.

‘Door herhaaldelijke toepassing van V (SoT) v(S)+v(T) volgt v(S))E v(ij
dus voor een verzameling van p elementen is

V()3 -py en V(-8)z -(n-p)Y dar T{SMwvSoy ¢ V(S) ¢ (n p}
Voor p=0,1{n-1) en n gelden de sterkere relaties -0. 6-v(f3), .d- (S)
als S 1 element heeft, v(S)~£n n 1) ( }= ¥ als S(n 1) elementen heeft,
v(S)=(n- n)x =0 2ls S n elementen heeft.
Er zijn nu twee mogeliljkheden:
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a. Yy =0 dan volgt uit B V(S)=0 voor alle verzame lingen S. Bij het gere-
duceerde spel kan geen enkele coalitie cop winst hopen, maar hoeft ook
‘geen verlies te vrezen. Dit spel heet niet essentieel.

BiJ het algemene niet essentiele spel krijgt speler k :ay; en als
hij goed speelt nooit minder; hij kan alleen meer krijgen, als een
andere speler slecht speelt.

Een spel van twee spelers is steeds niet essentigel. v(1)=v, v(2)=

o = v m;’=v; v(1)=v(2)=0, In het algemene spel krijgt speler 1 +v,
speler 2 -v,

b, }’%O dan kan if =1 worden genomen door de munteenheid te veranderen.
Voor het spel met 3 spelers is -v(1)= -v(2)= -v(3)=v(1,2)=v(2,3)=
=v(1,3)=1. Er is dus slechts één type spel met 3 spelers.

Voor 4 spelers is -v(1)=¥(2)= -V(3)= -v (4)=v(1,2,3)
v(1,3,4)=v(1,2,4)=v(2,3,4)=1.

-?(2,3)=V(1,4)=2x1; -7(1,3)56(2,4)=2x2;

-7(1,2)=§(3,h)=2x2.

Voorwaarde B geeft -1§‘x1$ +1 i=1,2,3.

Van spelen met 4 spelers bestaat dus een drievoudige oneindigheid
van typen. Voor n>» 4 neemt de verscheidenheid zeer sterk toe met het
aantal spelers.

Het spel is nu dus teruggebracht tot onderhandelingen tussen de spelers
over de coalities, die gevormd zullen worden, In iedere keer dat het
spel wordt gespeeld, in iedere partij moeten deze onderhandelingen tot
een goed eind worden gebracht en iedere speler moet het hem toekomende
krijgen. Het resultaat van een partij is dus een toerekening

n
X o=(X... cx“) 2;:0(,( =0 waarblj de speler k dus Nkontvangt.
Verder is ® 3 v (k) cerr-riemend genosgenzal nerenmet minder dan hij geheel alleen
zonder enige hulp zal kunnen krijgen. Iedere speler zal dile toerekeningen
prefereren, waarbij hij zoveel mogelijk krijgt; hij zal tot die coalitie
toetreden, die hem zo veel mogelijk biedt. Dit wordt uitgedrukt door het
begrip domineren. De toerekening X domineert de toerekening L} [ x & f*)
als er een verzameling S bestaat, waarvoor

Cqe o 4v(s) ©

9 o o a;;@ ie S
Be voorwaarde C1 geeft aan, dat de spelers van S niet het onmogell jke
verlangen. Hun tegenstanders kunnen S altijd beletten meer dan v(S) te
krijgen.
Beschouw nu de voilgende toerekeningen:

9$=(?;;2~,2-;1;,%s*%)
ﬁ_ (K +E % +
‘3:"“(1;’ :q,'+

-
]

-& ;

;B %)
3 x4+ % HIE

nf e
g

I‘
g 1e
£ 1
55 T -t



dan is X E'~~~£(3,4) fo-y(n2) Xy (3.4
B X(1,2) g 2(5,6) y&m(1,2,5,6)
beiehidee il e i ln A bR

dan is o w-d (3,4);5 4 c=n(1,2,6)

tussen iﬁ-en ¢ en tussen 4 en _E besta:t in geen van beide richtingen

de relatie van domiratie.
Op deze relatie moeten de spelers nu hun beslissing baseren.

Zelfs is biJ ledere toerekening « 1in een essentieel spel een toerekening
A te vinden, met ﬁ X

Bewijs: neem een gereduceerd spel 4nj; % =(x, ... X, ) -&>§(1)= -7
Was nu & =v(i ) voor alle i dan was |
: ﬂ
\w cx v(i)= -n 0
— (1) J<

in strijd met >y ¢ (=0. Io nu b.v, %, > v(1) dan is dus‘> \‘l<;5(2...n)
1”/ v

als z = %:{V(E,n)— 2;_o<.g stel dan /3 =% c-(n-1) g0+ &5 000, +E)
(-4 [t
dan 1is een toerekening met

[g] - N
;;’3/:— X.+ & Doy (1=2...n) >1ﬁ; =§'” X +#(n-1)& C v(2...n)
e ;

i

#iy ()

die dus x domineert.

Bij een essentieel spel is het dus niet mogelijk dat één toerekening door

allen als "de beste" zal worden aanvaard. "De beste toerekeningen" d.i.

"de oplossing” zullen een verzameling V vcrmen met de volgende eilgen-

schappen.

D1. Geen toerekening van V domineert een andere toerekening uit V.,

D2. Iedere toerekenlng niet in V wordt door een toerekening uit V gedo-
mineerd.

Op greond ven D2 zal een greoep spelers boven ledere toerekening niet in

~ V steeds e¢en toerekening ult V prefereren. 0> grond van D1 is noolt een

meerderheid te vinden, die op grond van matri&le motieven €én toereke -
ning uit V prefereert boven een andere toerekening uilt V. Voor het gere-
duceerde spel met 3 spelers bestaat V uit de toerekeningen

P v b -‘ 7 )

“z‘i'%fl‘;‘ﬁj 2 =i%:'1’%1 > =f\"'1x"é",%)
Geen toerekening ult V domineert een andere toerekening uit V. Neem nu

« ...'d [ e — . & 2 S : o
een /ﬁ = “%,, ﬁ“ ﬁ“, f’z},v(i)— -1; /:f,+/,‘+f3 =0 niet in V. Daar verwi=s
ling van de spelers slechts de elementen van V onderling verwissclt.
mogen we aannemen %, £/4, £ /g
als/, ¢ % is ork £, <} dus g-—»—/?:; als Q}, % 1s ook }/i,} % en ﬁ/é -1,
maar /s > -1 dus,ﬁ =-1en /= 4=t dus g -x”
Op grond van welke motieven zal nu tussengg',g:ﬂg'”wovden gekozen?
Dit kunnen alleen motieven zijn, die buiten het kader van de theorle
vallen. Zal de "uitgesloten" speler, die 1 verliest, niet aan een ander

iets extraas willen geven, als deze zijn besluit wil veranderen?
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Met deze "extraas" of compendaties is al rekening gehouden, omdat
(c{,o&,ag) zijn béepaald door uitsluitend te letten op de charakteristie-
ke functies en niet meer op de LX{’k( L, Z},Zj) of zelfs > __ %k[f,)fz,zs){quqb}ﬂ
die vroeger bepaalden wat ieder kreeg. Het i1s zelfs toegelaten, dat de

(O{,aL,q3) niet een mogelil jk waardesysteem van deze functies vormen,
maar dat naast hetgeen ieder door de spelregels krijgt toebedeeld, één
speler aan een ander een compensatie betaalt, om de laatste in een coali-
tie te trekken. Laat b.v. 5” tot gand dreigen te komen, als 3 b.v. &
extra aan 2 biedt, dan zou ontstaan A§==(~1,% +¢,3 -¢ ) die wordt door
Q{”gedomineerd, maar 1 1s weinig geneigd met 3 een coalitie te vormen,
dus 3 moet een compensatie geven om de dreigende coalitie te voorkomen.
De schrijvers redden de oplossing door deze soort compensaties "onbehoor-
1ijk" te noemen.,
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(vervolg)

Dz oplossing VI van het gereduceerde spel met 3 spelers en som nul, die
nit de 3 toerckeningen o' " oon X' bestaat, is niet de enige oplos-
sing. Er bestaan nog vele oplossirgen, die ieder ult oneindig veel toe-
rekeningen bestean.

-
VIL:‘(B\Q){)\Q:«C)
: is een vast gekozen getal -1 4c {3 e¢n X, oen &g, voldoen alleen aan de

cis y’1+CK2= -c;‘qugpmﬂg uf22.~1. Iedere waarde van ¢ geeflt een oplossing,

‘.die uit oneindig veel toerekeningen bestaat. Analcog VIII=(:{150,5X3)
\{1+:x2= -c3211> -1; ;) -1 . ¢ 1z cen vast gekozen getal -1(c¢ 5
3 v v -

¢ is een vast gekozen getal -1 {cd 3 €X2+{X3= -C3 Oq:)—ﬂ;CXBZ,—1.

Bij deze oplossingen wordt een der spelers dus"afgekocht" met een bedrag,
dat minder is dan liJ in encoalitie kan krijgen, maar niet minder dan het-
ceen hi] voer zich alleen kan krijgen.

2e "winst" wordt tussen de andere spelers verdeeld. De manier waarcp deze
verdeling geschiedt, blijft in het midden; iedere verdeling, waarbij beil-
de spelers minstens -1 krijgen, is mogelijk.

Als voorbeeld zullen wij verder voor een spel van 4 personen met som nul
.énkele oplossingen aangeven,

Spel: v( 4§ )=0; v(i)= -1; v(1,K)=0; v(i,J,k)=1; v(1,2,3,4)=0

Het doel van dit spel is een coalitie van 3 spelers te vormen; zo'n coali-

tle wint, de speler die alleen blijft, verliest. Staan er twee coalitiles

van twee spelers tegenover elkaar, dan is het spel "remise". Laat nu de

spelers 1 en 2 samen besluiten een der andere spelers over te halen, mekt

hen een coalitie te vormen. Beschouw dan het spel met 3 spelers

(1,2)=1" 3 en 4. Deze spelen nu een spel met 3 spelers met

v(1')=v(1,2)=0 ; v(3)=-1; v(4#)= -1.
Dit spel is niet gereduceerd; voor het bijbehorende gereduceerde spel is

V(11 )=v(11)-2/3= -2/3; V(3)=v(3)+1/3= -2/3; V(¥)=v(4)+1/3= —2/3;J=2/3-

De oplossing VI is hier

(1/3,1/3, -2/3) (1/3,-2/3,1/3) (-2/3,1/3,1/3).
Om tot het niet gereduveerde spel te komen moet bij deze toerekeningen

worden bijgeteld (+2/3;-1/3;-1/3)
dan komt (1,0,-1)(1,-1,0)(0,0,0).
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In dit spel met 3 spelers is de eerste speler de coalitie (1,2). Deelt
deze coalitie gelijk op, dan geeft dit de toerekeningen

(1/2,1/2,0,-1)(1/2,1/2,-1,0) (0,0,0,0)

We hadden ook van een andere coalitie dan (1,2) kunnen uitgaan; als ver-
moedeli jke oplossing ontstaat dan:

2'=(1/2;1/2;0;-1)+ permutaties
o ”:(0,0’O’Q)

Om te bewijzen dat dit een oplossing is, zullen we trachten een [Q te
construeren, die niet door X' of «" wordt gedomineerd. Als dit niet
mogelijk blijkt te zijn, is aan D2 voldaan.

We mogen onderstellen ﬁq Q‘F’Q < /534 [_-}4 omdat een permutatie van de
spelers de toerekeningen van ' onder elkaar permutcert en K" invariant
laat.

B 1. a1s /3,,]<O én /5 <0 dan is g_('”E—-“/é
als 3,>0 dan is 2, 3353y »0 daar de som nul is, is dan /§ ="
dus /Ej,‘<0;ﬁ2/ﬁ3 y2 0
2. als f§,41/2 én G, ¢1/2 dan is 10,1/2,1/2,-1[2 met 8=(1,2,3)
als ‘/522,4/2 dan is @3,,57&24/2 dus ﬂqga/g in strijd met ’,,5‘1; -1
7 / . 7 ° .« '
dus ’ﬁ,]< 0; o\«/pgm/e, /23;1/2,/@ e 1/2
e s sl o J x ;o 3o
3. Ban is in ieder gevalﬂ /2 ot ’/5’3+/54>’] dus /9,]& 1 mziar/ 47 =1
Dit kan alleen als /51=1 dus /j2+/63+/34=1;)ﬁg=05 /73=/94=1/2
dus £=(-1,o,1/2,1/2) één der X',
Aan D1 is ook voldaan:
¢ '={1/2;1/2;0,-1} domineert niet ¢ "=(0,0,0,0) omdat (1,2) voor ol!
i}niet effectief is,
011’+cxé'=1 terwijl v(1,2)=0
Zelfs is ook een oplossing: _%'=(%-,% ,0,-u)+ perm. uy 2/3, ud1,

~"=(0,0,0,0). We trachten eerst weer een /4 te vinden, die niet door
cen X gedomineerd wordt. a

W ? ) g
e mogen weer onderstellen [7a¢ /,.92 é/jB < /3y

1. als £,<0 én /52<O dan is g"&«-ﬁ als /,/3’1;0 dan is /2,/53,/542/0
7 L . 7
dus [ = " dus /3,1( 0; ?2’/63’ ﬂ;o
. u U i u
2. als /32<1g én ﬂ3<'§, dan 1su(o,?,-%,~u)ég&§ met S=(1,2,3)
als /6222— da<n is /",‘513j ﬁq}g dus /Sqé— ~é—z<~1 daar u >2/3
. - v, . u
dus f4C03 08 ol Aoz fi2 b
3. dan is in ieder geval ﬁ2+/3+ Sypudus 2L -u
als #,< -u dan is daar f,05 ;(_u,Ezi,lg,o)t.,é3 met S=(1,2)
- . DA . g _ _u g u u .
a¥s‘f94q u dan is 4 ,=0; /53ff94~ 5 dus Zz _(‘u’0’§”20=iﬁ"
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Bij bovenstaande oplossing delen de spelers van de winnende coalitie niet
gelijk op. Een oplossing, waarbij dit wel het geval is, moet bevatten

X"'=(1/3,1/3,1/3,-1)+ perm. Deze blijken geen oplossing te vormen. Zij

vormen een deel van de oplossing
" =(1/3,1/3,1/3,-1)+ per’m.;z,l,v=(’l/3,1/3>—’l/3, ~1/3 ) +perm.

Tracht weer een lz te construeren, die niet door co'! enigilv wordt ge-

S

domineerd. We mogen aannemen
ﬁ455ﬂ2\§ﬁ35?54
b % =0 i iy '
1. daar F“ﬁ'ﬁ2+/43+ﬂlrﬂ is zeker f,<0
2. 81s 4,<-1/3; o< +1/3 is (-1/3,1/3,1/3,-1/3) =3

1 <-1/35 B, 21/3 dan ook S, g3 1/3 dus //o"2+ﬁ3+/@4>4ﬁdgs
44< -1, maar dan is /éf ey 2:/5"3:{04:’1/3; zodat moet gelden &, 2-1/3
Ja. als -1/3< 4,405 5,41/3555<1/3 dan (1/3,1/3,1/3,-1) 4
3b. als -1/3 €5, %05 B,<1/3; 4331/3 dan 1s ook By 21/3, @4t 3ty
Bo< -1/3, maar dan ook 3 < -1/3, dus 4 ,]=-1/3,/./;2=~1/3;/,_g3=1/3./34:
=1/3, zodat moet gelden: ~1/3$ ﬁ 4% 0 ,/f3:;1/3.'

4L, als -1//3:1/6’,11\’05 /;‘: 21;1/3 dan ook /5’3,//4;4/% dus 4 ,< -1 in strijd
met 4 4= -1/3.

ol
=
&
M~
G
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In het algemene spel met n spelers r wordt aan de functies?fk( Cryunns “n
- die de winst voor de spelers aangeven -geen enkele beperking opgelegd.
De definitie van karakteristleke functie berustte echter op een max.min.
eilgenschap. Wat een coalitie S won, moesten de tegenstanders verliezen.
Om bij het algemene spel deze theorie te kunnen toepassen, wordt gebruik
gemaakt van een kunstgreep, nl. het invoeren van een fictieye (n+1)ste

speler, waarvan de winst gegeven wordt doory€n+ﬂ(f},afh)= >w§?£( (1..'fn)
Het algemene spel met n spelers ™ wordt op deze wiljze uité@%reid tot een
spel i‘x met (n+1) spelers en som nul. Op o kan nu de hele vroegere
theorie worden toegepast en we moeten nagaan in hoeverre en op welke
wijze de resultaten daarvan op I wunnen worden overgebracht, Daarbi]
moet voortdurend in het ocog worden gehouden, dat de (n+1)ste speler geen
echte speler is, maar een fictie. We zullen hem daarom "de geest™ noemen.
In de eerste plaats heeft de geest geen zetten in het spel en geen stra-
tegieén. Deze eigenschap heeft hij gemeen met de bankhouder bij roulette
die zelfs een bevoorrechte speler is, Hoewel de geest dus geen invloed
kan uitoefenen op de gang van het spel f“x zelf, blijkt hij toch een vol-
waardlge partner in coalities te zijn, zoals uit het volgende voorbeeld
blijkt.

In een algemeen spel met 2 spelers hebben de spelers de keus tussen:
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1. samenwzrken,

2, niet samenwerkcen

Kiezen zij baide"samenwerken”, den krijren zij icder 1/2; kiest é¢én van
de twee "niet £omenwerken", dan verliczen ze beide 1.
De functicas A £(7 2

4 ,2) zidn
1 1 1/2 1/2 -1
1 2 -1 -1 2
2 1 -1 -1 2
2

no

i
PN
PN
PO

V(1) wordt bepaald uit het schema
A
[%\\“‘ 1 1 2
: V(1)= -1 evenzo V(2)= -1,
] 1 /2

2 S T

We kunnen terloops opmerken, dat v{(1) uitsluitend bepaald wordt door

ng( Tys L?), de winst van de tegenstander wordt door de keuzchﬁj( Dase 2)
hierbij aangepast. v(3) wordt bepaald uit het schema

1 ;1 3 1 l 2 % 2 De geest heeft geen keus, de tegenstanders
T Q 1
32 11 g 2 ! 1 1 2 kKiezenn het minimum v(3)= -1.
M T
N 3 ( r o . 1 ! 2 ; e 3 2

nus v(1)=v(2)=v(3)= -
P | “is een gewoon purcduchrd spel van 3 spelers ¢n som nul, waarvoor
de Qplnssing VI

~'=(1/2,1/2,-1)
x"=(1/2,-1,1/2)
wM=(-1,1/2,1/2)

Rij Ei" en "' geelt de geest cen der andere spelers een compensatie
3/2 om de coalitic van de¢ echte spclers te voorkomen.

We zullen later zien, dat niet uit alle oplessingen van i—> oplossingen
voor r-volgcn, D¢ opleossing van rh: die de oplessing voor r_geeft, is
de "afkoopoplossing" (cvqfx2,c), en dan nog alleen voor c¢= -1,

De n spelers, die | spelen, vormen de verzameling I =(1,2,...,n).

De (n+1) spelers, die [ " epelen, vormen de verzameling I%=(1,2..n,n+1)
van [ kunnen op de bekende wijze karakteristicke functies v™  worden
berekend. De karakteristieke functies v van | voor een groep spelers

S ¢cI worndt gelijkgesteld aan de karakteristicke functie van S in{™
v{S)=v (S) voor ScI.
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De karakteristiele functies van voldoen aan

A1 v 8)=0; A2: v(S)+v*(I7-3)=0; A3: v"(s)w’(T)g v*(SuT) 8+T=2

A1 en A3 kunnen onveranderd worden nvergencmen, veorzover S en T belde
deelverzamelingcn van I zijn.

B, v(8 )=0; EB:V(S)W(T) £v(SuT) voor SAT=8;8¢cI, TclI

Daar S 4f I”-S niet tot I bchoren, vervalt A2,
Wel kan A3 worden gespecialiseerd tot v(S)+v(I-S)&v(I). Omgekeerd geldt,
dat bij iedere functic v(8) gedefinieerd op de deelverzamelingen van I,
die voldoet aan E1 en E3, eecn algemeen spel met n spelers kan worden
gevonden, dat v(S) als karakteristicke functie heeft. Wordt v(S) met be-
hulp van A3 uiltgebreid tot alle deelverzamelingen van I", dan kan het
bovengevonden spel met cen geest worden uitgebreid, zodat de uitgebreide
v(S) karakteristieke functie ervan is. Dit heeft een merkwanrdige conve-
quentic. Ga uit van een spel fﬁjmet (n+1) spelers en som nul, waarbi]
de functies j% K( (AP an) alle (n+1)‘variabelen bevatten ; bepaal de
karakteristieke functies v'(S) van [ . Laat alle v'(S) weg, waarbij S
de speler 1 bevat, dan ontstaat een stel functies, die aan E1 en EZ
voldoen; construeer daarbij een algemeen spel met n spelers i en breid
dit op bovenhenoemde wijze uit met cen geest tot [ ’, dan hebben | en
r°‘deze1fde karakteristieke functies, terwijl een der spelers van r
in een geest is veranderd.

Een toerekening « = ;qu...u H van T‘ bestaat ult de eerste n ele-

menten van een toerekening (ciﬂ.. n+1) van nf—x, de dubbele haken
dienen om er cp te wijzen, dat niet geeist wordt¢-u4$ =0

Bij een toerekening in F horen de eisen a< v ( ) i=1...n+1

Voor i=1...n worden deze eenvoud%g overgenom@n
i=n+1 geeft “(n+1) of Z;_a <v*(1,2...n)=v(I) dus:
_..1—
De som van wat alle spelers krijgen, mag niet groter zijn dan hetgeen

n+1‘/

door volledige samenwerking bereikt kan worden. Teveel geschenken van
buitenaf maakt dat de spelers de belangstelling voor het spel verliezen,

Domineren &;tﬁﬂﬂa wil in fﬂy zeggen, dat er een verzameling S uit I™ te-
staat, zodat o
Y g vr(s) en o( ;p voor 1€ S

ie S
Bevat S de geest niet, dan kunnen deze eisen onveranderd worden overge-
nomen. Bevat S de geest wel, dus (n+1)¢ S, dan is S=(n+1) v T dus
I"-8=I-Tc¢ I. _
Dan is }LM~“_M'>11= -:g:__cfi ;nv”(S)=vx(Iy—S)=vx(I~T)=v(I—T) dus

o4 v(I-T)...F
eI > 1

- ; . wordt weer overgenomen woor if(n+1); voor i=n+1
1 i
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F1 drukt uit, dat de tezcnstanders ven de coa'itie T de plannen van deze

[

ﬂ

coalitie nlet kunnen blokkeren, cmdat die tegenstanders minstens zoveel
trijgen. rls zc op elgen kroceht kunnen verwerven, C, drukt utt, dat als
cen coalitie zijn positie wil verbeteren, dit voor get geheel nadelig is.
De hier in [ beschouwde coalitie bevat echter de geest, die dus als

een mogell jke. partner in een coalitie wordt beschouwd. Dit mecet worden
voorkomen, dat betekent dat in r"slechts verzarelingen uit I mogen
worden gekozen, cm de relatie van domineren te bewijzen., Verzsmelingen,
die de geest bevatten, komen daarvoor niet in aanmerking. Hiermee 1ls de
geest van alle invlced op het spel uitgesloten,

Deze eils heeft tot gevolg, dat voor alle toerekeningen van een oplocsding

van [ nu geldt: n

K eq=v (n+1) moa.w. E::f§t=v(1,2...n)

d.w.z. voor een toerekening van een oplossing in [ is de productie

maximaal,

Bewljs:

Laat uf‘—(c(q...,¢n+1) tot een oplossing V van | = behoren en

2y +1> vﬁ(n+1) als o4V (ne)=¢ congtrueer dan

[;; =(o<,}+n;’l,..., +—;— ""”:~n+’1 - 2) dan is é z—«D( met S=(1,...,n) en
?:;g% =’§:%C% r & =v(1,2...5). Dus kan ;2? niet in V liggen. Er moet dus

x

een ax &€ V zijn met g:xtﬂ—ﬁg . Laat dit gebeuren door een verzameling
T, dan is voor 1< T: ¢fi >,Gi maar ,ﬁij>cx;(i=1...n) dus x5 o q voor
’ i -4 .

1= T dow.z. ¥ &~—§5x wat niet kan, daar beide tot V behoren. De oplos-
sjngen van I bestaan dus uit toerekeningen X =((£X1...Cvn) met

Z-— O< i=v(1o'-n)
i=1

Strategische aequivalentie, Twee algemene spelen zijn strategisch aequi-
valent als tussen hun opbrengsten J?k(z,r.. T,) en XZ'(T'q...frJ
de relaties bestaan

et - — - o}
Xk‘ L/lll‘ (n)— K’k( [1‘0. (n)+o<k
met a(ko onafhenkell jk van f&...‘fn .Aan de constanten o(ko wordt nu

geen enkele restrictie opgelegd.
Voor de karakteristieke functles geldt dan v‘(S =v( -+3 k © Hiermee

kunnen weer gereduceerde karakteristieke functies worden gedefinieerd

door de eisen
v(1)-.v(i)+o(1 - (i=1...n) én v(1...n)+§7'cx =v(1...n)=0

(Deze komt in de plaats van de vroegere eis Ef:oﬁ_=0
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dus

- n
1] =y .0
vii)- = - H R - HE . -
o v(1)-v(I)= -ny s = | v(D 2020545 -v(1)-y
Bij een niet essenti&el spel is /=0, blj een essznti&el spel is f’) 0
Net als spelen met som nul kan nu weer worden afgeleid de relatie

-paﬁa V(S)ig(n~p)z’ als 3 p elementen heeft
voor p=0 en p=1 geldt ~p&’=V(S) é " Sop " "

als p=n geldt v(1,2...n)=(n-n) ¥ =0.

Voor spelen met som nul gold bovendien nog voor p=n-1 de gelijkheid
v(S)=J’ als S n-1) elementen heeft.

Deze relatie geldt hier niet. Daaruit volgt dat er een essentiiel alge-
meen spel bestaat met 2 spelers, nl.

V(1)=v(2)= -y  v(1,2)=0
Het algemene spel met 3 spelers heeft nu vele mogelijkheden

v(1)=v(2)=v(3)= - 4

:‘—/-(2:3):&1; _\7(1:3)""'823 _\7(1,2)=33 ’2{;\‘& .1 < X
V(132’3)=0

- R T " ———— - " o o TP W G o o, o o D G - S e e - -

We beschouwen het spel in de niet gereduceerde vorm. Alle toerekeningen
moeten voldoen aan
qu \}V(1)3 '72:;2:"(2)5 4)(1"“-7' 2&;\/(1,2)
terwijl de toerekeningen van een oplossing bovendien nog moeten voldocen
aan m’1+<}2=v(1,2).
Als v(1)+v(2)=v(1,2) bestaat de oplossing uit de enige toerekening
¢ xX=(v(1),v(2)); het spel is niet essentifel,
Als v(1)+v(2)< v(1,2) dan bestaat de ogossing uit alle toerekeningen
(061&12) die aan bovenstaande voorwaarden voldoen.

Economische interpretatie,

—— - - — - Yo oo o o

I heeft een ondeelbaar goed, dat hij u waard acht en biedt dit aan II
aan, die het v waard acht; ugv.

Komt de transactie niet tot stand, dan bezit I de waarde u en II de
waarde O, Komt de transactie tot stand tegen een prijs p, usp <v dan
krijgt I de waarde p en II de waarde v-p (1= geen transactie, 2=wel
transactie).

v(1) volgt uit ~_t
:,;\2'1 2
-ﬁ5§u u v(1)=u
. "?‘ }a’
2 ulvp|
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v(2) volgt uit \_ - ,
%N(pi ; |
12 11 2

110 |0 v(2)=0
1 O wv-p
(1,2) volgt uit T, % 10 i o | 2]
o \ 1 e \ 1 §j maximum =v
«Kﬁ+\ﬁ% !u u ‘ u vt
v(1,2)=v

7. Als u=v 1is het spel niet essenti&el.

Dan is ook u=g=7.
De enige toerekening (u,0) kan ook worden geschreven (p,v-p).

De theorie kan niet uitmaken of de transactie al dan niet tot stand

."3 komt .
2. Als ud v bestaat de oplossing uit alle toerekeningen (p,v-p), met
us<p, p<v; de transactie kan tot stand komen tegen iedere prijs,

die tussen u en v in ligt.
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